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tout iQ liuui lie U gjJerle. dcoxltiuB ^lage X droite i. 
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ETAT 

DE U SOCIÉTÉ MAIIIÉMATIQDE DE ERANCE 

AU COMMENCEMENT DE L'ANNËE 1903 (<)■ 





CIIEIIONA. 

DAHBOUX. 

(lATON DE LA COUPILLIÈHE. 
Membre! honoraini Ju Bure.... . . . HUMBEaT. 

1 JOHI.AW. 

1 ^IITTAG-LEFFLEB. 
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SKjii.Wi.KfiiI n.j liiiUrliit ,lf la Sodelé ninl/n.'maliq,ir <U- Fr,ini:i: 
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Le Comité de Rêdaclion a la douleur de faire 
pari aux tccteurfl du BulleUn de la pertu im- 
prévue olcruclli! que la Société Matbéu)uri({iH* de 
France vient d'éprouvur «n lu personne df. l'un d« 
SCS Secrélaires, M. Ertinsl DrwiBcy. décédé à Paris, 
le 2 avril 1903. 
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ÉTAT 

DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 

AU COMMENCEMENT DE L'ANNÉE 1903 (*). 



Membres honoraires du Bureau. . . . 



MM. APPELL. 
CREMONA. 
DARBOUX. 

HATON DE LA GOUPILLIÈRP. 
HUMRERT. 
JORDAN. 

MITTAG-LEFFLER. 
PICARD. 
POINCARÉ. 



« ■ 

•À 



Président MM. PAINLEVÉ. 

1 RIOCHE. 

«t « ^ . . * BLUTEL. 

Vice-Présidents J p^^g^. 

( CARVALLO. 

«... i BRICARD. 

^^'^^^^^ { DUPORCQ. 

«,-,.. i GRÉVY. 

Vice-SecréUlres j SERVANT. 

Archiviste RAFFY. 

Trésorier. CLAUDI'.-LAFONTAINE. 

ROURIET, 1904. 
COURSAT, 1905. 
HADAMARD, 1904. 
LAISANT, 1905. 
LECORNU, 1906. 
Membres du ConseilC ') ( LEV Y ( L.), 1905. 

Maillet, 1904. 
niewenglowsri, 19u4. 
ivocagne, 1905. 

PERRIN (R.)) 1006. 
TOLCHE, 1900. 

(*) MM. les Membres de la Société sont insumment priés d'adresser an Secrétariat 
tes rectihcations qu'il y aurait lieu de Tnire k cette liste. 

(') La date qui suit le nom d'un membre du Conseil indique l'année au eom- 
mencement de laquelle expire le mandat de ce membre. 
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Date 

de 

radmifsiun. 

1872. ACHARD, ancien directeur de la Compagnie d'assurances sur la vie la Foncière, 
rue de la Terrasse, 6 bis, à Paris (17*). 

1900. ACKERVAXX-TKOBXER, éditeur, à Leipzig. 

ADAM (Paul), ingénieur des ponts et chaussées, docteur ôs sciences mathématiques, 
boulevard des Invalides, 4<), à Paris (7*). 

1900. ABHÉHAR (vicomte Robert d'), professeur suppléant à la Faculté libre des Sciences, 
lai, boulevard de la Libertéi à Lille (Nord). 

1896. AXDOYER, professeur adjoint à la Faculté des Sciences, rue du Val-de-Gr&ce, i, à 
Paris (5«), 

1894. ANDRADE, maître de conférences à la Faculté des Sciences, à Besançon. 

1S72. AIN'DRE (Désiré), docteur es sciences mathématiques, rue Bonaparte, 70 bis, à 
Paris(6«). 

1901. AXfilBOUST, rue d'Assas, lo^, à Paris (6*). 

1379. APPELL, mfmbre de l'Institut, professeur à la Faculté des Sciences et à l'École Cen- 
trale des Arts et Manufactures, rue Bonaparte, 17, à Paris (6*). 

1881. ASTOR, professeur à la Faculté des Sciences, place Vaucanson, 4f ^ Grenoble (Isère). 
1900. AGRIG, ingénieur des ponts et chaussées, à Valence (Drôme). 

1882. ADTONNE, ingénieur des ponts et chaussées, rue Mont-Bernard, 9, à Lyon (Rhône). 

1900. BURE, docteur es sciences, maître de conférences à la Faculté des Sciences de Mont- 
pellier (Hérault). 

1S96. BAKER, professeur à l'Univcrsilé, Toronto (Canada). 

189i. BAUTRA^ID, ingénieur à Métlaoui (Tunisie). 

1889. BECHLX, ancien élève de l'École Polytechnique, rue du Champ-de-Mars, 23, ;i 
Paris (7«). 

1875. BERDELLE, ancien garde général des forêts, k Rioz (Haute-Saône). 

1872. BIE;XAYMÊ (Arthur), inspecteur général du génie maritime en retraite, rue Revel, i4. 
à Toulon (Var). 

1888. BIOCnK, professeur au lycée Louis-le-Grand, rue Notre-Dame-des-Champs, 56, à 

Paris (M). 

1875. BISCnOFFSDBIH, membre de l'Institut, rue Taitbout, 3, à Paris (9*). 

1898. BLAKE (Edwin-M.), 1910, Addi^on street, à Berkeley, Californie (U. S. A.). 

1900. BLCNEUrrHAL (Otto), docteur on philosophie, Herzberger chaussée, 49» ^ Gôttingen. 

1891. BLUTEL, professeur au lycée Saint-Lnuis, maître de conférences à la Sorbonne, rut^ 
Denfert-Rochereau, iio, à Paris (l'i*). 

1902. BOBERIL (vicomte Roger du), rue d'Orléans, 3o, à Rennes ( Ille-et-Vilaino). 

1892. BONAPARTE (prince Roland), avenue d'Iéna, 10, à Paris (i6*). 

1895. BOREL, maître de conférences à l'École Normale supérieure, 3o, boulevard Saint- 
Germain, à Paris (5*). 

1896. BOl'LtXfiER, maitre de conférences h rUniv<>rsité,rue Caumartin, 80, à Lille (Nord). 

1896. BOGRCEr (Henry), maître de conférences à la Faculté des Sciences, rue Saint-Jacques, 
ao. à Toulouse (Uaute-Guroune). 

1896. BODRLET, professeur à l'École des Beaux-Arts et au lycée Saint-Louis, avenue de 
rObservatoire, aa, à Paris (i4*)* 

1900. BitUriii^fi, proviseur du lycée Saint-Louis, boulevard Saint-Michel, 44 i^*)' 

1897. BHICIRD, ingénieur des manufactures de l'Eut, répétiteur à l'École Polytechnique, 
boulevai-d Raspail, 195, à Paris (i4*)< 

1873. BROCARD, chef de bataillon du génie en retraite, Ville-Haute, 75* k Rar-Ie-Duc. 

1901. BUIL (Adolphe), docteur es sciences, rue de la Tombe-Issoire, 37, à Paris (i4*)- 



— VII — 
Date 
de 

1893. BURKHARDT, professeur à i'Universitë, Kreuzplatz, i, à Zurich (Suisse). 

1897. GABREIRA, membre de l'Académie royale des Sciences, rua da Alegria, 3a, à Lisbonne. 

1894. CAHE?I, professeur au collège Rollin, 3a, rue de la Pompe, à Paris (i6*). 

1893. GALDARERA, professeur à TUniversité, palaxzo Giampaolo, vin délia Libéria, à Palerme. 

1888. CAXET (Gustave), ingf^nteur civil, directeur de l'artillerie de MM. Schneider et C*, 
avenue Henri-Martin, 87, à Paris (16*). 

1885. CARON, professeur de géométrie descriptive, rue Claude-Bernard, 71, à Paris (5*). 

1892. CAROKIVET, docteur es sciences mathématiques, rue Demours, 6a bis, à Paris (17*). 

1896. CARTA^, maître de conférences à lu Faculté des Sciences, rue Suchet, 38, à Lyon. 

1887. CARVALIiO, examinateur desortie à l'École Polytechnique, rue Clovis, i, à Paris (5*). 

1890. CIDERCREITZ (baronne Nanny, nre de Lajjerborg), Unionsgatan, 4» ^ Helsingfors. 

1892. CELLÉRIER (Gustave), quai des Eaux-Vives, 34, à Genève (Suisse). 

1887. GERRDTf, professeur à TUniversité, rue délie Sette Sale, 16, à Rome (Italie). 

1888. CIlAILAll (Edouard), rue Berthollet, 16, à Paris (5*). 

1893. COARLIAT, ingénieur des arts et manufactures, rue de Paradis, 46f à Paris (lo*). 
1896. CHABVB, professeur à la Faculté des Sciences, cours Pierre-Puget, 60, à Marseille. 

1881. r.nEX IN, ingénieur en chef des ponts et chaussées, avenue Montaigne, 33, à Paris (8*). 

1884. CHRYSTAL, professeur à l'Université, à Edimbourg (Ecosse). 

1901. GLAIRI?!, docteur es sciences, professeur au Lycée, ao, boulevard Garnot, à Dijon. 

1875. CLAliDE-LAFONTAlIN'E, banquier, rue de Trévise, 3i, à Paris (9*). 

1890. COLOT, château du Seuil, à Gérons (Gironde). 

1898. GOHBEBIAC, capitaine du génie, docteur es sciences, à Limoges. 

1900. CONTE (Firmin), ingénieur des ponts et chaussées en congé, à Rar-le-Duc. 

1896. COSSERAT (E.), professeur à lu Faculté des Sciences, rue de Metx, i, à Toulouse. 

1896. GOSSERAT (F.), ingén. en chef des ponts et chaussées, rue d'Alsace, a3, à Paris (10*). 

1900. GOTTO\ (Emile), maître de conférences à l'Université de Grenoble. 
1877. CRE]IOI\iA, sénateur, directeur de l'École des Ingénieurs, à Rome (Italie). 

1872. DARBOliX, secrétaire perpétuel de r\cadémie des Sciences, doyen de la Faculté «les 
Sciences, rue Gay-Lusnac, 3r», à Paris (5*). 

1885. DAVTIlEViliLR, professeur h la Faculté desScienccs, à Montpellier(Hérault). 

1882. DELANXOY, sous- intendant militaire en retraite, àGuéret ((«reuse). 

1901. DELASSUS, rhargé de cours h la Faculté des Sciences, avenue Alsace-Lorraine, 3r). à 

Grenoble ( Isère). 

1895. DBLAti^iAY (N.), professeur à l'Institut Polytechnique Empereur Nicolas II, èi Varsovie. 

1899. DELENER, ingénieur des ponts et chaussées, place Simon-Vollunt, 10, à Lille (Norl). 

1885. DENARTR'S, doyen de la Faculté des Sciences, avenue Saint-Maur, à la Madeleine- 
lès-Lille (Nord). 

1892. DKN01LIN( Alp.), professeur à l'Université, rue du Ras-Polder, 20, h Gand (Belgique). 

1897. DEMS (Henry), élève libre à l'Ecole d'application du Génie maritime, rue de Fleu- 

rus, a3, à Paris (6*). 

1883. D7.Rl]\TS, professeurà PUnivcrsité, rue des Augustins, S'i, h Liège (Belgique). 

1894. DESAINT, docteur es sciences, boulevard Goiivion-Saint-Cyr, 4/} ^ Paris(i7*). 

1900. BICK^TEIII, 117, Marszatkowska, Varsovie. 

1902. BIEfiOFZ (D.-F.), professeur de mathématiques à l'École provinciale des Arts et 

Industries, calle del Orzan, 4'^") ^ ^^ Gurugne (Espagne). 



— VIII — 

Date 

do 

l'admlttlon. 

1899. DRACH (Jules), maître de conrérences à la Faculté des Sciences, bouleTard des Écoles, 

3i, à Lille (Nord ). 

1896. DVHtS (G.), licencié es sciences, à Gland, canton de Vaud (Suisse). 

1897. DllIOTIT, professeur au lycée, rue Royale, lo, à Annecy (Haute-Savoie). 
1886. DUNCAN, Consulting Engineer, Empire Building, Broadway, 71, New-York City. 

1895. DUPORCQ ( Ernest ), ingénieur des télégraphes, avenue Duquesne, 11 ^û, à Paris (7*). 

1897. B(JIUN-LORI(i.\, command. d'artilleri«*, ao, plaaa de Maria Pita, à la Corogne (Espagne). 

1885. DYCK (Wultlier), Tecknische Uochschule, à Munich (Bavière). 

1902. EfiOBflKF (Dimitri), privat-doctent à l'Université de Moscou, rue Saint-Honoré, 223, 
à Paris (i"). 

1901. E!IIELB^(van) (Léopold), boulevard du Chftleau, ^91, à Gand (Belgique). 

1900. ESTANWE, docteu" es sciences, à la Sorbonno, à Paris (5"). 
1900. ESTIEX^E, capitaine au 19* régiment d'artillerie, k Nice. 

1896. EOVKRTB. ancien él«*?e de T Écolo Polytechnique, ancien capitaine d'artillerie, ingé- 

nieur aux Forges de Denaln (Nord). 

1888. PARRY, professeur à la Faculté des Sciences, 9, avenue de Toulouse, k Montpellier 

(Hérault). 

1891. FAUQIEMBERCIB, professeur au lycée, à Monl-de-Marsan (Landes). 

1898. FERBKR, capitaine d'artillerie, à Nice. 

1892. PEUR (Henri), professeur à l'Université, rue Gevray, 19, k Genève (Suisse). 

1885. PIELDS(John), professeur de matbémMtiques, ai, Liberty Str.,à Hamilton (Canada), 
1881 . PLOQIiET, professeur k la Faculté des Sciences, rue Saint-Lambert, 3i , k Nuncy. 

1872. rLYESAI\TK-XAKIE,c1ief d'escndron d'artilletie en retraite, ancien répétiteur k l'École 
Polytechnique, place Royer-Collard, k Vitry-lo-François (Marne). 

1896. PONTAKEAU, ancien officier de marine, cours Bngeaud, 8, k Limoges (Haute- Vienne). 

1897. PO.>iTK.\É, professeur au collège Rollin, boulevard de Clichy, 6, k Paris (18*). 

1891. F0!VTVIi)L4NT (de), profen. k l'École Centrale, rue d'Erlanr.er, 29. Paris-Auteuil (i6*). 

1889. POICHE, professeur de mathématiques, rue SoufOot, 5, k Paris (5*). 

1872. FOURET, examinateur d'admission k l'École Polytechnique, avenue Carnot, 4i ^ 
Paris (17*). 

1892. PROI.OV (le général), quai des Eaux-Vives, 36, k Genève (Suisse). 

1900. CAIREAKO (Z.-S. de), professeur k l'Unlversiié, curso 99, 3, k Saragosse. 

1872. CARIEL, ingtMiieur en chef des ponts et chaussées, professeur k la Faculté de Médecine, 
rue Édouard-Detuille, 6, à Pari» (i;*). 

1896. (iAlTillEn-\ILLARS, ancien élève de l'École Polytechnique, éditeur, quai des Grands- 

Auguslins. 55, k Paris (6*). 

1890. CERBIA, professeur libre k l'Université, k Palerme (Italie). 

1872. CEKTY (E.), ingénieur eu chef des ponts et chaussées, avenue Bapp, 20, k 
Paris (7«). 

1890. 6ERBAL0I, professeur k l'Université, via Daita, 11, k Palerme (Italie). 

1897. GERRAKS, prolesseur k Worcester Collège, Saint-John Street, 20, k Oxford (Grande- 

Bretagne). 

1896. GIRARDVILLE, capitaine d'artillerie, k Saint- Wast-la-Hougue ( Manche). 

1881. COURSAT, professeur k la Faculté des Sciences, répétiteur k l'École Polytechnique, 
biiulevard Raspail, 270, a PariN (f4')* 

1896. CREE.\fliLL, professeur k l'École d'artillerie, k Wuolwich (Grande-Bretagne). 



— IX — 

de 
VêinUêlon. 

1896. CRÉVY, professeur au lycée Saint-Louis, rue Saint-Placiilc, 62. k Paris (6*). 

1899. COtDCT, ancien élère de l'École Polytechnique, boulevard Saint-Germain, a{o bis, à 

Paris iT), 

1880. 6CCGU (Jean), professeurà l'Université, via l^uggiero Settimo, 3o, à Palerme (Italie). 

1900. fillCHARB, professeur à l'Université de Clermont-Ferrand. 

1891. €11 VARIES, officier du génie, à l'Académie des Sciences, rue Nova da Piedadc, 55, 

à l.iHiionne ( Portugal). 

1881. fiONTIIER (D' Sigisraond), professeur à l'École Polytechnique, à Munich (Bavière). 

1885. CliVttO, membre de l'Institut, capitaine de frégate, rue de rUnivorsité,i3, à Paris ( 7*). 

1873. HAA€, ingénieur en chef des pont» et chaussées, professeur à l'École Polytechnique, 
rue Chardin. 11 bis, a Purin (16*). 

1882. HABICB, directeur de TÉcole des higéniours, à Lima (Pérou). 

1896. BADAV:* RI), professeur adjoint à la Faculté des Sciences, professeur suppléant au 
Collège de France, rue Humboldt, 26, a Paris (i4*). 

1894. BALSTCD, profesttrurà TUiiiversite du Texns, Guadalupe Street, a4o7« k Austin (Texas). 

1901. HA\CO€K ( Harris), professeur à l'Université de Cincinnati, Auburn Uoiel (Ohio, 

Utats-Unis). 

1900. UAHDEL, élève ingénieur à l'École des Ponts et Chaussées, 22, place Mulesherbes, à 
Paris (17*). 

1872. BATOIV DE LA fiOUPILLIÈRE, membre de l'Institut, inspecteur général des mines, direc- 
teur honoraire de TÉcole des mines, vue de Vangirard, 56, à Paris (6"). 

1892. BKRXIKK, libraire-éditeur, rue de la Sorbonne, 8, à Paris (5«). 

1893. HIOl \, professeur en retraite, rue des Kossés-Saint-Jatques, i^, à Pari» (5*). 

1900. UOPKBAIER, ancien lieut. d*att., rue du Châtelet, 23, à Fontenay-sous-Bois (Seine). 

1879. BOLST (Elliug), professeurù l'École Polytechnique, à Hôvik, près Christiania (Norvège). 
18i*5. nOTT (Stanislas), professeur à l'École S^-Gene\iève, rue Bausset, 4» « Paris (i5*). 
1872. BOIlRlfiA>iT, chel de bataillon du génie en retraite, rue Lecourbe, 88, à Paris (i5*). 

1880. BUNBERT. membre de l'Institut, ingénieur en chef des mines, professeur à l'École 

Polytechnique, rue Danbigny. (i, à Paris (17*). 

1881. IBBER, directeur des études a l'Éeole Centrale, 33, boulevard Voltaire, à Paris (11*). 

1896. JAGQIET (E.), professeur au Prytanee militaire, rue Couchot, 8, à la Flèche. 

1898. JIHVKE, privât docent à l'École Polytechnique de Charlolteoburg, Parisurstrasse, 55, 
à Berlin W^ (Allemagne). 

1898. JABRY (N.), ingénieur civil, avenue du BoUAir, 7, à Paris (12*). 

1872. JAVARY, chef de bataillon du génie en retraite, ehef des travaux graphiques h TÉcoIe 
Polytechnique, rue du Cardinal- Lemoine, i, a Paris (5*"). 

1872. JORDAK, membn* de l'Institut, professeur a l'École Polytechnique et au Collège de 
France, rue de Vareiiur, 48 a Paris (7*/. 

1872. JOUFrBET, lieutenant-colonel d'uriillerie, rue de l'Estrapade, 20, à Paris (5*)- 

1875. JUNC, professeur à l'Institut technique supérieur, via Fatebenefratclli, 19, à Milan 
( Italie). 

1890. KObB (Guslaf), maître de conférences à l'Université, à Stockholm (Suède). 

1892. KOliB (II. vo?i}, maître de conférences à l'Université, à Djursholm-Stockholra, 

^ Suède ). 

1880. KC.\'l(iS, professeur à la Faculté des Sciences de Paris, répétiteur à l'École Poly- 
technique, boulevard Arago, loi, à Paris (ij*). 

1897. LACAlil^BIK, ingénieur civil, chef du lalioratoire de la Compagnie générale des Omni- 

bus, rue de Douai, 48» à Paris ( 9*). 
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1873. LAISANT, docteur es sciences, répétiteur et examinateur à TÉcoIe Polytechnique, 
avenue Victor-Hugo, 162, à Paris (iT)*). 

1893. L4NCELIN, astronome adjoint de TObserviitoire, rue Boissonnade, 3, à Paris (i4*)* 

1899. LA\D4ll (Edmond), privat-docent à l'Université, Sommerstrasse, 2, Berlin, N. W. , 
1896. LARIâE, ingénieur des télégraphes, cité Martignac, 5, à Paria (7«). 

1896. LAUfiM, ancien attaché d'ambassade, villa des Bruyères, au GolTe Juan (\1pes-Mar"**). 

1873. LAOTn, manufacturier, à Thann (Alsace). 

1896. LEAII, professeur au collèffe Stanislas, rue Vavin, 6, à Paris (6*). 

1880. LEAUTÉ, membre de l'Institut, boulevard de Courcelles, 18, à Paris (17*). 

1896. LEBCL, professeur au lycée de Montpellier, villa Mont-Carmel, avenue Bouisson- 
Boriraud, à Montpellier. 

1902. LEBSSfiUR, docteur es sciences, maître de Conférences à la Faculté des Sciences, rue 
Poiigirard, '1, à Rennns (Ille-et-Vilaine). 

1893. LECORIlili, ingénieur en chef des mines, répétiteur à l'École Polytechnique, rueGay- 
LuRsac, 3, à Paris (5*). 

1895. LÊMERAY, licencié es sciences, ingénieur civil du génie maritime, rue Ville-ès-Martin, 
109 bisy à Saint-Nazairo (Loire-Inférieure). 

1872. LEMOl^E (Emile), ancien élève de l'École Polytechnique, boulevard de Vaugirard, 4r 
à Paris (i5' ). 

1879. LE PAI6E, professeur à TUniversité, à l'observatoire de Cointe, à T.iége (Belgique). 

1895. LEROUX, maître do conférences à la Faculté des Sciences, faubourg de Fougères, t\i^ 
à Kf'nrifîs (Ille-et- Vilaine). 

1898. LE ROY, docleur es sciences, rue Notre-Dame des-Champs, 17, à Paris (6*). 

1891. LERY, agent voycr d'arrondissement, à Pontoise (Seine-el-Oise). 

1872. LESPIADLT, doyen honoraire de la Faculté des Sciences de Bordeaux, h Nérac (Lot-et- 
Garoniif*). 

190J. LEVI CIVITA (T.). professeur à l'L'niversité, vin Altinate, i4. à Padoue (Itilie). 

1882. LEVY (Lucien), répétiteur et examinateur d'admission à l'École Polytechnique, rue 
du Regard, 12, à Paris (6*). 

1872. LEVY (Maurice), membre de l'Institut, Inspecteur général des ponts et chaussées^ 
professeur au Collège de Krance, avenue du Trocadéro, i5, ii Paris (iC**). 

1875. LEZ (Henri), à Lorrez-le-Bocage (Seine-et-Marne). 

1898. LI.\D LOP (Erust), professeur à l'Université, Nylandsgatan, i5, à Helsingfors. 

1877. LINOEMANK, professeur à l'Université, Franz-Josephstrasse, 12, à Munich (Bavière). 

1886. LIOliVILLE, ingénieur des poudres, examinateur des élèves à l'École Polytechnique, 
quai Henri IV, 12, à Paris (4*)> 

1900. LO\ETr (E.-O), professeur à Princeton Unlversity, New-Jersey (États-Unis). 

1888. LOCIS (Félix), ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue Boissière, 3o, ù 
Paris (i6-). 

1902. LCGAS-IÎIRAROMLLR, ing' des manufactures de l'État, quai d'Orsay, 67, il Paris (i5«). 

1902. LICAS DE PESLOIA^, ancien élève de l'École Polytechnique. 

1886. LVO!\I, docteur es sciences mathématiques, chemin de la Roseraie, 26, à Genève 

(Suisse). 

1882. MACÉ DE LÉPINAY, professeur de mathématiques spéciales au lycée Henri IV, rue 
Claude-Bernard, 79, à Paris {b*). 

1895. XAILIiEf, docteur es sciences, ingénieur des ponts et chaussées, rue de Fontenay, 11, 
à Bourg-la-Reine (Seine). 

1872. NAI^HEIM, colonel d'artillerie en retraite, professeur honoraire à l'École Polytech- 
nique, boulevard Beauséjour, 1, à Paris (16*). 

1884. NARTh (Artemas), Columbia street, i634, N. W., à Washington D G. (États-Unis 
d'Amérique). 
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1889. HABTn (Emile), ancien élève de TÉcole Polytechnique, professeur de mathéma- 
tiques, rue des Fossés-Saint-Jacques, 23, & Paris (5*). 

1901. NiSSiU (J.), professeur à l'Université, rue Maruiz, 32, à Gand (Belg[ique). 

1894. MAOPI^, professeur au collège, rue de l'Arceau, 3o, à Saintes (Charente-Inférieure). 

1897. MBHSIKE, professeur h l'École technique supérieure, Wcisseinbur^rstrasse, 2g, à 
Stuttgart (Wurtemberg). 

1889. HtXDIZABAL TANBOREL (de), membre de la Société de Géographie de Mexico, callede 
Jésus, i3, à Mexico (Mexique). 

1884. HBRCKREAD, licencié es sciences, rue de l'Université, 198, à Pari» (7*). 

1902. HERLIiV (E.), rue Patenier, 36, à Namur (Belgique). 

1902. MESXY (K.), enseigne de vaisseau, rue de lu Rampe, 4t ^ Brest. 

1893. MICHEL ( François), chef de parcours de la Compagnie des chemins de fer du Nord , 
rue Perdonnel, 12, à Paris (lo*). 

1899. MILLKR (D' G.-A.), professeur à Stanford University, Californie (États-Unis). 
1873. NITTAC-LBFFLER, professeur à l'Université, à Stockholm (Suéde). 

1902. NOLK ( J.)y professeur à la Faculté des Sciences, rue d'Alliance, 8, à Nancy. 

1897. MOnCHROIL (l'abbé de), rue du Vieux-Raisin, n, k Toulouse ( Haute Garonne). 

1898. IIOXTESSCS DE BALLORE Cvicomte Robert de), maiire de conférences à la Faculté libre 

des Sciences, boulevaid de la Liberté, 121, à Lille (Nord ). 

1898. NAID (C), éditeur, rue Racine, 3, à Paris (6*). 

1885. NKIBERG, professeur à l'Université, rue Scli'ssin, 6, à Liège (Belgique). 

1897. NICOLLIEK, professeur, à Montreux (Suisse). 

1900. MEWKKCLOWSKI, docteur es sciences, inspecteur de l'Académie de Paris, rue de l'Ar- 

balète, 35 (5'). 

1882. OCAfiNE (M.n*), ingénieur des ponts et chaussées, professeur à l'École des Ponts 

et Chaussées, répétiteur à l'École Polytechnique, rue La Boëlie, 3o, à Paris (8*). 

1873. OVIDIO (Enrico d'), professeur à l'Université, Corso-Oporto, 3o, a Turin (Italie). 

1901. PADE (H.), chargé de cours ù TUniversité, route de Bordeaux, 26, à P<»itier8. 

1893. PAIXLEVE, membre d»* l'Institut, maître d>^ conférences à l'École Normale supérieure, 
répétiteur à l'Ecole Polytechnique, cité Vaneau, 9, à Pari> (y*). 

1888. PAPELIER (Geor|;es), professeur de mathématiques spéciales au lycée, rue de Re- 
couvrance, 20, à Orléans (Loiret). 

1884. PARAF, maître de conférences à la Faculté des Sciences, à Toulouse. 

1872. PARRAK, ingénieur en chef des mines, rue des Saints-Pères, 56, h Paris ( 7*). 
1881. PELLET, doyen de la Faculté des Sciences, rue Pascal, 3o, à Clermont-Ferrand. 

1883. PXLliKTREAII, ingénieur eu chef des chemins de fer éthiopiens, 18, rue Magdebourg, 

à Paris (16*). 

1898. PBLIjETRE41I (Georges), sous-inspecteur de l'exploitation des chemins de fer du Nord, 

3i, rue Baudin, à Parii (9*). 

1900. PERCHOT, astronome adjoint h l'Observatoire de Paris, avenue de l'Observatoire, i (5'). 

1871. PKRf.lIV, général de brigade, chef du cabinet du ministre de la t;uerre. 

1881. PEROTT (Joseph), Université Clark, à Worcester (Massachusett»). 

1873. PERKI^, ingénieur en chef des mines, avenue d'EyIau, 9, à Paris (16*). 
1892. PKRRI\ (Élie), professeur de mathématiques, rue Lamandé, 7, à Paris (17"). 
1896. PETROVITCII, professeur à l'Université, Kossantch-Venac, 2\. à Belgrade (Serbie). 

1902. PETROVITCII (S.), capitiine <rartillerie do la garde, pruf^ssoir adjoint à Académie 

d'artillerie Michel, ErtelelT P»îriioiilok, 9, à Saint-Pétersbourg. 

1887. PBZZO (dbl), professeur à l'Université, via Gennaro Serra, 75, à Naples (Italie). 

1879. PICARD (Emile), membre de l'inslitut. professeur à la F'aculté des Sciences et à 
l'École Centrale des Arts et Manufactures, rue Bara, 4i ô Paris (6*). 
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1872. PIGQDET, chef Je bataillon du génie, esnmiiiateiir d'admiBsioii à TEcoIe Polytech- 
iii()ue, rue Monsieur-le-Priiice, 4t a Paii» (6*). 

1896. PIRRO\, Inspecteur général de l'Insiruction piihli<iue, rue d'Assas, So, à Parii. (6*). 

1899. PIl^RPil^r (Jamea), pruf. de njuiversité ^aie, 4a, Manhfield st., New Haven, Con- 
nec'icut ( États-Unis ). 

1882. P0I\G4RI, mnmhre de Tliistitut et du bureau des Longitudes, ingénieur en chef 

des iiiinos, professeur à la Faculté des Sciences, rue Claude-beruard, 63 (ô*). 

1872. POLIfi^AC prince C. de), villa Jessie, àCtumes (Alpes-Maritimes). 

1899. PRhCSHEIX. professeur à l'Université <ie Munich, la, Arcisstrasse. 

1896. PRUVOST, inspecteur général de l'Instruction publique, ti, rue de la Tour, à 
Paris (i6«). 

1872. PUTZ, général d'artillerie en retruite, rue Sa'nt-Merry, 98, à Fontainebleau. 

1902. PUX ( Victor), ancien élève <le TEcole Polytechnique, professeur de Mathématiques, 

rue Huniboldt, 25, à Paris (i4*). 
1896. QlIQD'iT actuaire de la Compagnie /a NaUonaU, rue Laffitte, 17,8 Paris (g"»). 

1895. RARUr (Charités), ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue Duple^is, 77, à Ver- 

sailles ^ Seiae-et-Oise). 

1872. RADAIi, membre de Tlnstilut, rue de Touinon, la, à Paris (6*). 

1883. RAFP^, professeur-adjoint à la Faculté des S<*iences, roaitre de conférences à 

l'École Normale superieuie, rue Nicole, 7, à Paris (5*). 

1900. RBY\RD, rue de la Tour, 7, à Paris (iO«). 

1898. RIPfiilT, commandant du cénie en retraite, à Poix (Somme), 

1893. RIVKRKAU (l'abbe), profe^scur à l'Institut catholique, à \ngers (Maine-et-Loire). 

« 

1872. ROIART, ingénieur civil, rue de Lisbonne, !^, à Paris (8*). 

1872. ROI'CHE, de Tlnstitut, professeur au Conservatoire des arts et métiers, examina- 
teurdrselèves a l'École Polytechnique, boulevard S*-Germuin, ai3, à Paris (7*). 

1896. ROICiKR, docteur es sciences, rue Sylvabello, 84, à Marseille. 

1885. ROUQVKT (V.), professeur honoraire de mathématiques spéciales, à Belpech (Aude). 

1900. SALTYKOW, malire es sciences uiathémiitiques, professeur à l'Institut Polytechnique, 

a lomsk ( Kussie). 

1872. SARRIII, membre de l'Institut, ingénieur en chef des poudres, professeur à l'École 
Polytechnique, avenue Daiimesnil, 9 bia^ h Saint-Mandé (Seine). 

1872. SARTUUX, ingénieur en chef des ponts et chaussées, chef de l'exploitation à la Com> 
pugnie du chemin de fer du Nord, à Paris. 

1885. S\UVA68, professeur à la Faculté des Sciences, à Marseille (Rouches-du-Rhône). 
1881. SCRLk€KL, pr> fessi'urà l'École technique, Volm^strasse, 6a, à Hagen (Allemagne). 

1897. S4;ilOl) (Ertk), Gl. Antvorskov, à Slagelse (Danemark). 

1881. SCnOlTK, professeur à l'Université, a Oroningue (Hollande). 

1901. SKK ( Tiiomas-J.-J.), proless. à la Uniied States Nu vy, à Washington (États-Unis). 
1896. SKfillER (J.-A. de), docteur es sciences, r-ie des Saints-Pères, 56, à Paris (7*). 

1882. SKLhANOrr (l)émetrius), attaché à l'Iiniversité, Fontanka, 1 16, log. 16, a Saint-Péters- 

bourg ( Russie). 

1900. SERVANT, docteur es sciences, Grande-Rue, 75, à Bourg-la-Reinc (Seine). 

1900. SPARIE (comte Mignus DK), chftteau de Valliére, à S^-Gcorge<-de-Reneins (Rhône). 
1881. STARkOFF, Maximilianovskiy prreonlok, 19, log. 12, à Saint-Pétersbourg (Russie). 
1879. STEPHA^OS (D' Cyparissos), professeur a l'Université, à Athènes (Grèce). 

1901. SrErSO\i (Orlando), a Franklin (Massachusetts). 

1898. SrÔiVER (Cari), charge de cours à l'Cniversité, Holtegaden, 1 4, à Christiania. 
1872. SYI.OW, professeur a l'Université, à Frederikshald (Norvège). 

1896. TA.\NE;>iEER6 (ob), professeur à la Faculté des Silences, à Bordeaux (Gironde). 
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iA72. TAN1KIY (Paul), directeur des manufactures de l'État, à Pantin (Seine). 

1875. TAMXKRT (Jules), sous-directeur à l'École Normale supérieure, rue d*Ulm, ^5, 
M Paris (5«). ^ • 

1882. TARRY (Gaston), rue d'isly, 19, h Alger ( A((jérie). 

18U7. TlRilY (Harold), inspecteur des flnances eu retraite, à Konba (Algérie). 

1872. TKRRIER, profeKseur au collège Chaptal, avenue Léonie, i, à Saint-Cloud (S.-et-O.). 

1^9. THYCAOT (Alexandre), d or leur es sciences, professeur au lycée G^rnot, rue du Ro- 
clier, loi, a Paris (8'). 

1873. TISSOT, ancien examinateur d'admission à TEcole Polytechnique, k Voreppe (Isère). 
1896. TISS1T, enseigne de vaiitseau, professeur au Borda^ik Brest (Finistère). 

1896. TOilRES, membre de TAcadémie des Sciences, Valgame Dios, 3, à Madrid (Espafjne). 
1893. TilGIIR, lieuteuant-colonel d'arlillerie territoriale, rue Truflault, a3, a Paris (17*). 

1872. TRKStiA, ingénieur en chef des ponts et chaussées en retraite, ch&teau de Cour- 

tozé, par Vendôme ( l.oir-et Cher). 

1896. TRESSK, doct es Mciences, prof, au collège Roll in rue Caulaincourt, 20, àParis (18*). * 

1893. V4LL Kl- -POUSSIN (Cii.-J. de la), professeur à TUniversité, rue de Namur, 190, à Lou- 
vuin (RelKique). 

1897. VASSILAS-VITALIS ( J ), docteur de PUnivnrsité, rue Polyclète, 5, à Athènes (Grèce). 

1898. YASSILIEF, président de la Société physico- mathématique, à Kasan (Russie). 

1901. VKSSIOr, professeur à la Faculté des Sciences, boulev. du Nord, 93, à Lyon (Rhône). 
1888. VOLTKRRA ( Vito), professeur à riJniversité de Rome. 

1900. YDIRERT, éditeur, 63, boulevard Saint-Germain (5*). 

1893. WAtt^^iER, professeur à l'École J.-K. Say, rue Spontini, i3, à Paris (16'). 

1880. WILCkE^AER, ingénieur eu chef des mines, boulevard St-Gcr.uain, 218 à Pai*is(7'). 
1879. WkILL, directeur du colli^ge Chaptal, boulevard des Batignolles, 45> a Paris (8*). 

1873. WEYR (D' Edouard), professeur à l'École Polytechnique, à Prague (Kohènie^. 

1878. WORXS DE ROVILLY, ingénieur en chef des mines, rue Balzac,;, à Paris (8*). 

IS82. ZAEOUDSkl. membre du Comité d'artillerie et professeur à l'Académie d'Artillerie, rue 
Ziiamenkaja, 23, n Sainl-Péiersboui-g (Russie). 

1890. ZAREMEA, docteur es sciences, professeur à l'Université de Cracovie (Autriche). 

1881. ZKUTHEX, professeur à l'Université, Rosenvonget, Saiiit-KuniiikestrœUe, 11, à Co- 

peulian"*^ (Danemark). 
1898. ZIWET, South Ingulls strcet, 64^1, Ann Arbor (Michigan) (Etats Unis). 

1902. ZOlklS (Aristide), professeur à l'École militaire des Evelpides, rue Scoufa, 6, à 

Athènes. 
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MÈMOIUES ET COMMUNICATIONS. 



LA OË7EL0PPÉE MOYENNE ET LES SURFACES APPLICABLES; 

Par M. DK Mo.vTCiiEuiL. 

I. 

Interprétation géométrique d^une forme quadratique parti- 
culière, — L'élude des pro|)riél«''s relnlives à la surface, lien des 
centres de courbure d'une stirlace donnée, a |)ern]is de déter- 
miner un certain nombre de surface applicables. On sait, par 
exemple, que les deux na|>pes de la su i faces des centres de cour- 
bure relative à une surface de M. Weingarten sont applicables 
sur une surface de révoluliou (*). 

A la surface, lieu des extrcmilés du segment focal, substituons 
la surfac-e, lieu du milieu de ce segment; en d'autres termes, 
considérons la dévelo|)pée moyenne ponctuelle de la surface 
donnée. Nous allons voir que cette surface condiiil, elle aussi, 
à la détermination de divers couples de surfaces applicables. 

Dans tout ce qui va suivre, nous exprimerons les coordonnées 
cartésiennes a:, y, z d'une surface donnée S, de la façon que nous 
allons brièvement indiquer. 

Soil donnée une surface S| enveloppe du plan mobile défini 
par l'équation 

ç étant une fonction donnée de u et de «|. 



(' ) J. WKiXGAiiTiiN. Ucber eine Klasse auf einaïuter nbKvickelbarcr Flù- 
rhcn (Journal ffv CicHc, l. LIX, 18G1, p. 38»). 
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Celle dernière fonclion conservanl la même valeur, délermi- 
nons qiialre nouvelles fonctions de w, Ui au moyen du système 

(w-f- Mi)a7-+- i{Ui — u)y-\-{uui — i)z -h i(uui -M)p -4- Ç — o, 

X — ly -h Ui z -i- lUi p -\- ^ =0, 

X '\- ly -\- uz-^ «ap -I- -r-^ = o, 

Z -\- ip -\- -r —- = O. 

' OU du\ 

On vérifie que les qualre fondions cc^y^ 5, — ip ainsi définies 
représenlenl les coordonnées cartésiennes de la développée 
moyenne S el la demi>somme des rayons de courbure relative à 
la surface proposée S|. 

Géométriquement, ce syslème d'équalions, formé d'une façon 
analogue à celui qui définit les coordonnées d'une surface, consi- 
dérée comme l'enveloppe d'un plan mobile, revient à envisager 
une surface S, comme l'enveloppe d'une sphère variable, dont le 
centre décrit sa développée moyenne S. D'ailleurs, en détermi- 
nant ainsi les éléments de la sphère, par le fait, le système défi- 
nit S aussi bien que S|. 

Dans ce qui va suivre, nous considérerons donc les coordonnées 
d'une surface S comme exprimées au moyen du système précédent, 
en fonclion des éléments relatifs à une surface Sf dont elle est la 
développée moyenne. 

Ces préliminaires établis, soient les deux systèmes de quan- 
tités Xj y^ 5, p; x\y^ z\ p' relatifs à deux surfaces S, S', déve- 
loppées moyennes respeclives de deux autres surfaces S', S', carac- 
térisées par les fonctions Ç, Ç'. Nous nous proposons de calculer 
la forme quadratique 

dxdx -+- dy dy' -h dz dz' -+- rfp dp' . 

Plus généralement, nous allons calculer la forme 

( I ) d^x d^\ -\- d^t ^i -+- û?e, ûfO'3 -h ^64 d^\ 

définie comme il suit. 

Soient ^at) 1>0L) ^tt) ^a des conslantes quelconques. Déterminons 



*?% 
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une fonction '^^ par la relation 

D'après le mode de ref)résenlation d\ine surface, exposé loiil 
à l'heure, la fonction »« peut être considcrëe comme déterminant 
une sphère immobile de centre a^^ />«, Ca, et de rayon — ido^, 

Cela posé, nous supposerons les fonctions ôg^ données par des 
expressions de la forme 

i\^ âudui dui du du àUx du âui ) 

où Ton donne à a les valeurs successives i, ?., 3, 4- 

Les fonctions 0^ se déduisent des précédentes par la substitu- 
tion de la fonction Ç' à la fonclion \- 

On vérifie que les fonctions 6a, ^j, sont de» combinaisons 
linéaires respectives d(;s quantités j:, y, 3, p d'une part: x\ y\ 
z\ p' de l'autre; et, par suite, elles les renferment à titre de cas 
particuliers. 

Différentiant ces fonctions, on trouve 

2\^ da'dtti dtti da«/ 2V^^*(^a|c>a du du]/ 

Les différentielles ^Ô'^j seront représentées par des formules 
analogues. 

Portant ces valeurs dans la forme quadratique (i) il vient 



dui 
a=i a=i at=i a— i 



2;^o.c/e;:^A2?î-^B2;?ag-^-^c2;?aSf 



4 <)f/î <?a* jLi\duJ 4 (^£/î daf ^ \ (^m / ' 



4\<^i/î du^- du^ 

OL=l 



du]/ jLà du dux 



A, B, C désignant ici des fonctions des différentielles du^ du^ 
et des dérivées secondes et troisièmes de Ç et de Ç'. 

Cela posé, cherchons à déterminer les constantes a», iai ^ai <^a 
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de telle sorte qu^on ail identiquement 

Cette identité entraîne les suivantes 



2'.ï-2:t.â-:=2;(Sf)'=2(&:)'-- 



Si donc on pose 



V<|?«^«==,K« = const.. 
^^ OU âui 



on obtient pour expression de la forme quadratique 

Il resie à définir le svslème de relations entre les seize con- 
slantes ««> ^a» <^a^ ^^a» q"i donne 

On vérifie qu'il suffit de poser 

Si Ton pose en outre 

K = i, 

les relations précédentes entraîneront les suivantes : 

OoL -^ àa -^ Cx -h da = i , a^a^ -h bg^à^ -h Cj^c^ -h df^d^ =z o. 

On sait par là que Fidcntité 

équivaut à un système de neuf relations entre seize constantes, 
analogue au système des six relations entre les neuf cosinus 
directeurs relatifs à trois droites rectangulaires. 
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Lf* système de relations que vérifient les constanles peut 
s'écrire comme il suit : 

(aa — ap)« -^ (6a — 6<j)« h- (c^ — ccj)2 -:- (é/^— t/p)^ = 2, 

formules qui donnent immédiatement Tinterprétation du système 
de quatre sphères définies par les quatre fonctions cp^. 

J^a première formule exprime que les quatre sphères sont de 
même puissance par rapport à l'origine. La seconde exprime que 
la distance de deux points de contact d'une tangente commune à 
deux sphères est constante quel que soit le couple de sphères 
considéré. 

Les quatre sphères sont orthogonales à la sphère de rayon i, 
ayant son centre à l'origine, qui sert de représentation sphérique 
à la surface proposée S|, 

Si Ton pose 

^4 = 64 = C4 = ^/, = r/j = fl^3 = o, ^* = I , 

on retrouve le système des neuf cosinus; alors Tune des sphères 
a son centre à l'origine, et les droites qui joignent ce centre à ceux 
des trois autres sphères forment un système orthogonal. 

On remarquera que le système des quatre sphères qua nous 
venons de définir joue, dans les questions relatives à la développée 
moyenne, un rôle analogue à celui que remplit le système penla- 
S|>hi*rique de M. Darhoux, dans les questions relatives aux lignes 
de courbure (*). 

Nous avons établi Tidentité (2) dans l'hxpothèse où les surfaces 
S, S' caractérisées par les fonctions Ç, Ç' avaient même représen- 
tation sphérique. Nous allons considérer cette identité comme se 
rapportant à des surfaces associées dans des conditions différentes. 

Il est évident que ^, i' étant des fonctions données de //, Ut ; 
^ai ^tt) • • • d^^ constanles également données, l'identité subsis- 
tera, (pielle que soit la significiition géométrique donnée à ces 
quantités. 

Cela posé, imaginons Téquation du plan tangent à une surface. 



(') Darboux, Th. des Sur/ares. t. I, p. 21 3. 
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dënnie successivement par les deux relations 

(a -+- i<i)iF| -\- i{ui — u)yx -\-(uui — i);;, -h Ç = o, 
(i — uui )Xi -h t(i -h uui)yi H- (a H- a|)5i -h Ç = o. 

Si l'on désigne, comme précédemmenl, par x, y^ z les coor- 
données de la développée moyenne, et par — /p la demi-somme 
des rayons de courbure, on vérifie que les deux relations précé- 
dentes entraînent les suivantes : 

(3) (a -t- ai)j7 4- /(wi — u)y -^{uUi — \)z-k- i{uux -ri)p-H J = o, 
C4) {i— uu\)x -\- i{uux-{-\)y -^{u-^ Ui)z -¥ i{ui — u)çi -¥^ — o. 

Posons 

x' = z, y= — p, z'=z^x, p'=r- 

Portant ces valeurs de j:, ^, -5, p dans la seconde équation, on 
constate qu'elle devient identique à la première. 

Nous en tirons cette conséquence : 

interpréter au moyen de l'équation (4) une fonction Ç de u, u% 
interprétée d'abord au moyen de l'équation (3), revient a rem- 
placer une relation de la forme 

F(JT, y^ z, p), 

par la relation 

F (—5, p, X, —y). 

Cela posé, imaginons qu'on interprète les fonctions ^, 6a de 
Uy u% dans le premier système, et les fonctions Ç', V^^ dans le 
second; dès lors, les suifaces définies respectivement par Ç, Ç' 
n'auront plus même représentation sphérique. Désignons 
par c, c', (f les cosinus directeurs de la normale de la première 
surface; par C, C, C" ceux relatifs à la normale de la seconde 
surface. Le calcul montre qu'aux points correspondants, c'est- 
à-dire, pour un même système de valeurs w, M|, on aura les rela- 
tions 



G - 


l -7 ) 


c — 






C 




C' = 


1 

— » 
c 


c' = 


I 
G" 


C'- 


. c 


c"- 


. G 
-'G' 
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Ces formules montrent qu^aiix méridiens de l'une des surfaces 
correspondent les parallèles de l'autre, et réciproquement. 

On voit de plus qu'à un cercle de la représentation spliériquc 
de l'une des surfaces, parallèle au plan des x^ z, correspond un 
cercle semblable pour la seconde. 

Nous avons ainsi défini la correspondance qui relie deux à deux 
les points des surfaces définies par les fonctions Ç et Ç'. Il nous 
reste à déterminer la correspondance des fonctions O», 6^. inter- 
prétées dans le même système, ces fonctions sont des combinai- 
sons linéaires identiques des quantités j?, y^ >5, p d'une part; 
Jo'^y^ 5', p' de l'autre, définies précédemment. Or, nous avons 
vu que, lorsqu'on passe de la première interprétation à la seconde, 
toute fonction de la forme 

1^(^,7. ^) P) 

devient 

F(— 5, p, ar, —y). 

On voit par là qu'une fonction O'^ ne sera autre que la combi- 
naison Og( où l'on aura fait l'échange indiqué. 

Nous pouvons donc résumer les considérations que nous ve- 
nons de faire dans la proposition suivante : 

Ç, Ç' étant des fonctions données de u, ;/|, ««, 6a> • • • des 
constantes également données, l'identité (2) a lieu entre 
quatre combinaisons linéaires des quantités x,y^ z^ p d'une 
part, et quatre combinaisons linéaires x', y'^ z\ p' de l'autre; 
soit que Ç, \' définissent des surfaces de même représentation 
sphérique ;soit qu'elles définissent des surfaces dont les points 
se correspondent de la façon que nous avons indiquée. 

Dans le premier cas, les deux groupes de combinaisons seront 
idenli(|ues; dans le second cas, ils se déduisent l'un de l'autre, 
par l'échange 

^«ï ^a» ^a» "a j — ^a? "a> ^a> — ^a* 

Arrêtons-nous un instant à considérer la surface de coordon- 
nées 0| , O2} ^3 <]uî devient, à titre de cas particulier, la dévelop|)ée 
moyenne de la surface définie par Ç. 
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De la relation 

on lire 

(5) ^^^dii^ = o, 

c'est-à-dire 

oO» = — * • 

On a d^ailleurs 

On peut donc considérer les quantités ^^ etc. comme lescosi- 

nus directeurs d'une droite. 

Si donc, par chaque point 6|, Oo, O3 de la surface nous menons 
une droite de direclion définie par ces cosinus, d'après la rela- 
tion (5), cette droite sera l'élément d'une congruence normale à 
une famille de surfaces. On obtiendra les surfaces de cette famille 
en posant — 164 = const. 

Ainsi donc, une sur/ace Ç étant donnée, on en déduit par 
de simples dérivations une congruence normale à une famille 
de surfaces dont Vêlement linéaire renferme six constantes 
arbitraires, 

La symétrie de la relation (5) montre qu'on obtiendra des 
résultats analogues, quelles que soient les trois fonctions 0» 
adoptées pour coordonnées de la surface. 

Si l'on suppose Q^ définie à une constante près, les coordonnées 
de la famille de surfaces seront définies par la formule 

OÙ l'on donnera à {3 une des quatre valeurs 1, 12, 3,4 ^^^ aies 
trois autres valeurs. 

11. 

Méthode pour déduire de ^identité (2) des couples de sur- 
faces applicables, — Nous remarquons tout d'abord que le pro- 
blème équivaut à la détermination des surfaces se correspondant 
par orthogonalité des éléments linéaires. 



^ 
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Soient 6,, 62, S»; ^n ^'a' ^'3 '^^ coordonnées respectives des deux 
surfaces, que nous supposons se correspondre par ortliogonailté 
des éléments linéaires. 

L'identité (5) devient alors 

Remarquons d'abord qu'on ne saurait avoir 

car alors, les quantités 6|, 63, 63 seraient liées par une relation 
linéaire, ce qui est contre notre hvpoihèse. 

On vérifie que les surfaces satisfaisant l'identité précédente 
sont déhnies par le système 

'}^{i znz rs — - — ^ -— — - — — 5=0 

* dNf)ui f)ui dit du dtti OitOUi ^ 

d^i (>*$' d^i di^' 
du^ dit\ du\ du^ 

Nous avons supprimé l'indice 4 dans la première équation. 
Cette équation s'inlèf^re inimédiaiemenl. Désignant par U, U| 
deMix fonctions respectives de // et de m, ; par U', U', , U", U", leurs 
dérivées premières et secondes, on trouve 

(6) $ = ^(U'-f- U',) -2 ^ U - •>. p. U„ 

* du dut 

et la seconde équation prend la forme 

Telle est, en définitive, Téquation dont l'intégration donnera la 
solution du problème. 

Ainsi donc, si Con considère comme coordonnées carté- 
siennes de deux surfaces \ » \] trois combinaisons linéaires 

convenablement choisies des coordonnées des développées 
moyennes S, S' relatives à deux surfaces S|, S\ ainsi que des 

segments focaux de celles-ci, les surfaces V> \ se corres- 
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pondent par orthogonaliié des éléments linéaires, toutes les 
fois que les sur/aces S|, S\ ayant même représentation sphé- 
rique seront définies par les équations {6)et('j). 

La proposition s'applique encore au cas où la correspondance 
entre les points des surfaces S|, S\ serait celle de méridiens à 
parallèles que nous avons définie plus haut. 

Nous avons vu comment il faut particulariser les constantes a», 
6a, . . . , si l'on veut que les fonctions 0», 6^ représentent les coor- 
données de la développée, et le segment focal correspondant. 

On aura alors 

0* = p = o. 

D'où cette conclusion 

Pour que les développées moyennes S, S' relatives à deux 
sur/aces S|, S', de même représentation sphé rique, se corres- 
pondent par orthogonal! té des éléments linéaires, il faut que 
l'une des deux surfaces, par exemple S, soit une surface mini- 
ma, et que ta seconde surface S' soit la développée d'une sur- 
face S\ vérifiant la relation 

Celle proposition établie, il est aisé de déterminer la signifi- 
cation géométrique de celte équation. 

Remarquons, en effet, que les lignes asjmptoliques de la sur- 
face minima sont données par Téqualion 

U'"</a«-hU7^aî = o. 

D'autre part, les lignes de courbure de la surface S\ sont 
définies par la relation 

du* Ou\ ' 

L'équation (7) exprime donc que les lignes asjmptoliques 
de la surface minima correspondent aux lignes de courbure de 
la surface dont la développée moyenne correspond à la première 



r\ 
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par orlhogonalité des éléments linéaires. Nous retrouvons ainsi 
un résultat signalé par M. Cosserat (*). 

On sait que la surface la plus générale, dont les dévelop- 
pablcs de la congruence des normales découpent sur la déve- 
loppée moyenne un réseau conjugué, s^obtient en prenant la 
surface la plus générale, correspondant par orthogonalité des 
éléments linéaires à une surface minima de même représentation 
sphérique que la proposée (^). 

Celle proposition, rapprochée de celle que nous venons 
d'énoncer, permet de conclure que les surfaces correspondant 
aux surfaces minima de la façon indiquée sont précisément les 
surfaces données par Téquation (^). 

Par tout ce que nous venons de dire, on voit l'im|.ortance du 
rôle géométrique que joue cette équation. 

Clien hons une expression des coordonnées des surfaces décou- 
pées suivant un réseau conjugué, par les développables de la con- 
gruence des normales, à une des surfaces dont elles sont les 
développées moyennes. 

Nous venons de voir que ces coordonnées sont définies par 
trois fonctions 0^; les constantes f7a, ^a, . . . étant convenablement 
choisies, et la fonction Ç' (|ui y figure par ses dérivées, vérifiant 
l'équation (7). 

Soit tù une solulicn quelconque de cette équation. 

On vérifie que les relations 

sont ( ompatibles et définissent des solutions de l'équation véri- 
fiée par co. 
Or, on a 

•2 V ^^ Ou^ Ou , du , du-^ ) .1 \ ' ^ du\ du du du\ J ' 

D'où l'on tire, en vertu des relations précédentes, 

^J \ dui dui I •>.,/ \'^ ôu du / * 



(') Sur les congruences de droites rt sur fa thtcrie des xurfm^es {Annales 
de la Faculté de Toulouse, 1S93). 
(') Darboux, Th. des surfaces ^ t. tV, p. 91. 
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Il n'est pas sans intérêt de rapprocher ces formules de celles 
que donne M. Djirboux ('). 

On remarquera que les fonctions ^a jouenl un rôle analogue 
aux fonctions Oa de l'éniinent géomètre. iJe part et d'autre, nous 
avons un système de quatre solutions, reliées par une forme qua- 
dratique, rt'lHtive à une même équati n aux dérivées partielles, 
dont la solution générale intervient dans les expressions des coor- 
données. 

Seulement, tandis que les fonctions 6a, co de M. Darboux véri- 
fient une équation de la forme 

ou OUx 

les fonctions <pQ(, co qui figurent dans nos formules vérifient 
Téquation (7). 

III. 

Solutions diverses de C équation (7). — Cette équation est 
d'abord vérifiée par le système 

• * du àui 

m'r = ?a(U'- U',) - 2 ^?^ U -+- 2 ^ Ui, 
' ou dui 

OÙ m, m' représentent des constantes quelconques. On a alors 

rfOa = rf6a = o. 

En donnant à ^ les trois valeurs que ne prend |)as a, on aura 

et nous obtenons ainsi des surfaces qui se correspondent par 

ortliogonalilé des éléments llnraires. 

Si Ton pose 

ea=p=o, Oa = p'=o, 

les deux surfaces sont des surfaces minima associées, suridces 



(>) Darboux, Th. des sur/aces, t. IV, p. gS. 



^ 



= l 
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dont les propriélës concordent bien avec les résultats que nous 
venons d^élabllr. 

Faisons au contraire 

Il viendra 

^^^^/O^j dd'^ = dx dx' -\- dydy -^ dp f/p'= o. 

Les surfaces définies [)ar les fonctions $, Ç' sont des surfaces à 
dév<*Io|)|)('es moyennes planes. 

La relaiion précoilenle montre qu'il suffira de relever sur le 
plan des x^ z les sejçmenls — «p, — iz' dans des direclions telles 
que Ton ait pp'>>o, pour obtenir des surfaces se correspondant 
par orlhogonalilé des éirmeiils linéaires. 

Supposons toujours ç donné par la relation ((>), nous trouve- 
rons une seconde solution de l'équation (-j) en posant 

(]eMe équation détermine Tensemble des surfaces qui admettent 
pour dé\eloppée moyenne les surfaces lieux des points également 
dislanls d'un [)oint fixe et de la proposée. 

Pour déduire de celle solution des surfaces applicables, il suffit 
«le cherclier les développées moyennes des surfaces définies par 
les relations 

^ — y ^ = 9 

et l'on trouve 

CuiVIdtti, z''= ÇulV'du. 

Ces deux surfaces sont des surfaces de translation, engendrées 

chacune au moyen d'une courbe plane quelconque et d'une courbe 

%/T 
qui se transforme en courbe minima quand on multiplie par — sa 

distance au plan des xy. 



Une solution co de l'équalion (7) ayant été ainsi déterminée, on 
pourra en déduire d'autres co,, coa, . . . , o),, en nombre indéfini, 
au moyen des formules précédemment établies 

Chaque solution introduira quatre nouvelles constantes arbi> 
traires. 

Dans le cas que nous venons de traiter, nous avons considéré 
une surface minima quelconque, et nous en avons déduit des 
solutions |)arliculières de Téquation (7) correspondante. Nous 
allons maintenant considérer des surfaces minima particulières, 
qui nous j)erniettront de déterminer l'intégrale générale de (^). 

Il nous suffit de poser 

a, a^ désignant des constantes. 
On a alors 

Nous avons alors à résoudre l'équation 

dont on obtient la solution générale en posant 

J'= F(atii-ha,M,)-hF,(pM-4-p,M,), 
a, ai, ^, ^1 désignant ici des constantes liées par les relations 

«,«*-+- act} = o, fli p* -I- «Pî = o. 

Jl suffira de remplacer dans la formule (8) to par la valeur 
de Ç' que nous venons de trouver pour obtenir les coordonnées 
des surfaces cherchées. 

Si l'on fait 

a = A], 
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la surface minima est celle d'Ënnepcr. On peul faire alors 

Si Ton suppose maiotenant que les points des deux surfaces 
définies par les fonctions Ç, Ç' se correspondent de méridiens à 
parallèles; nous avons vu que, les fonctions x^y^ z, p restant les 
mêmes, les fonctions x\y\ z\ p' seront remplacées par les sui- 
vantes : — z\ p', a/f — y. 

Nous avons alors 

dx'dz — dx dz -}- dy d^' — dy'd'^ — o. 

Une rotation de l'une des surfaces autour de l'axe des^ nous 
permettra d'écrire 

dx dx' -^ dz dz" h- dy d-J — dy d} = o. 

Il sera aisé de déduire de là des surfaces applicables, par les 
procédés précédemment indiqués. 

Entre autres surfaces, se corres|>ondant par orthogonalité des 
éléments, nous signalerons les développées moyennes des surfaces 
définies respectivement par les relations 

5' = //, ( u U' - i U ; - u ( 1/, U ; — U, ). 

On a pour les premières surfaces 

^ -h ip = o, 
et pour les secondes 

z — ip = o. 

La première équation définit, comme nous l'avons dit, les sur- 
faces enveloppes d'une sphère tangente à un plan fixe, dont le 
centre décrit la développée moyenne. La seconde équation définit 
la classe des surfaces symétriques des premières par rapport au 
plan des xr. 

Posons par exemple 

U = cu^y U| = eu]. 
Il vient 

Ç'= cuui{u^ — u\). 
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Les doux surfaces qui se correspondent par orlhogonalîlé des 
élémenls sonl alors définies par des relalions de la forme 

a, p, Y représentant des conslanles. 

Le parabi)loïde hjperboli(|uo défini par la première surface est 
la développée moyenne de la cyclide de Dupia définie par la 
fonction Ç. 

IV. 

Cas où les deux fondions Ç, Ç' sont identiques. — Jusqu'ici 
nous avons considéré Tidenlité 

A^ x \dui Ou\ Ou^ Ou- J 

ot,-A 

comme relative à deux surfaces distinctes. Supposons maintenant 
que les deux surfaces, et par suite les deux fonctions ;, Ç' qui 
les définissent, viennent à se confondre. 
L'identité précédente prend alors la forme 



(,) 2''«»='^%'«-'!J '''"'"■• 



Si Ton désigne par p la demi-somme des rajons de courbure 
(|ue nous avons désignée précédemment par — /o; et par x, y, 
z les coordonnées de la développée moyenne, il vient 

(lo) ds^ = dx^-hdr^ h(lz^ = dp^-^ -^ \-] dudui. 

Nous obtenons ainsi une forme de Télément linéaire relatif à 
une surface quelconque, qui permet d'établir plusieurs relations 
entre les éléments géométriques d'une surface. 

Désignons par R, R' les rayons de courbure de la surface défi- 
nie p.ir la fonction Ç; par c, c', c" les cosinus directeurs de la 
normale à celte surface; par rfo* Télément linéaire de la sphère de 
rayon i . 




— n - 

Nous avons ici 

rfffî = rfc« -+- de'* -4- €/c'» = T. • 

{ I -h UUi )* 

On a donc 

— [''('^)]'-("-^T^-- 

Pour 

équalion des surfaces minimal on aura 

dsi = R«rfff«. 
Pour 

R— R'=o, 

équation des surfaces réglées imaginaires de Monge (*), on aura 

ds* ^ dïK^. 

On retrouve ainsi des résultats connus. 

Si Ton désigne par ds^, ds^ les éléments linéaires relatifs aux 
deux nappes de la surface des centres, on trouve encore la relation 

4 ds^ = ds\ -\- dsl H- 2rfR dW. 

Revenons à la relation (9) et désignons par y Tangle que fait 
le segment de direction (p^ fa? ?3 passant par le point de coor- 
données 0|, 829 83 avec l'élément linéaire en ce point. 

Désignant par ds cet élément linéaire, on trouve 

d(— «6fc) = ds cosy. 
D'où 

ds* s'in^y = -— r -T-'l dudui. 
* au* On] 

Or, e/s si n Y représente la projection de l'élément linéaire ds 
sur une quelconque des surfaces normales au segment précédem- 
ment défini. On voit donc que si l'on fait varier les constantes «Ta, 



(') MoNOB, Application de l'Analyse à la Géomélrief rédigée par Liouvillc* 
S* édition. 

XXXl. 2 
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^ai Ca, doi la surface de coordonnées 6|, 82, 6j se modifiera, la pro- 
jection de son élément linéaire demeurant invariable. 

Supposons maintenant que 0|, 621 ^3 représentent les coordon- 
nées de la développée movenne et — 164 le segment focal cori^s- 
pondant, nous pourrons énoncer la proposition suivante : 

La projection de P élément linéaire de la développée moyenne 
sur la surface proposée est la même aux points correspondants 
pour toutes les surfaces définies par l'équation aux dérivées 
partielles 

F désigne ici une fonction donnée quelconque de u et de ti|. 

Si le segment se réduit à o comme cas particulier, on retrouve 
les surfaces minima associées. Pour ces surfaces, les projections 
des éléments linéaires se confondent avec ces éléments et Ton a 
par suite des surfaces applicables. 

Nous venons de voir que Ton a 

dp = ds cos y. 

D'autre pari, la relation (9) montre que pour les courbes de 
p«iramèlres u ei Ut on a 

ds^ = dpi. 
D'où 



cos Y = 1. 



Celte formule semblerait devoir autoriser à conclure que l'on a 

Y = o. 

Mais alors, il faudrait admettre que les normales à une surface 
quelconque sont tangentes à sa développée moyenne, proposition 
évidemment fausse. 

Nous devons donc cliercherune explication delà valeur trouvée 
pour cos Y? dans riivpothèse de Texistence de droites isotropes, 
perpendiculaires aux éléments linéaires de paramètres u, Ui rela- 
tifs à la développée moyenne et situées dans un même plan avec 
ces éléments cl la normale à la proj)Osée. 
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Soumettant cette hypothèse au calcul, nous trouvons la con- 
gruence définie par le système 

X — 0, Y — Oj 



z — e, v/(X — e,)«-H(Y-eo'H-(Z— e,)». 



<pV</0v€/63-HCp»€/** , /()i^ <^1{ 






£^1/ £^1^1 



rf5 désigne ici un élément linéaire donné quelconque de la déve- 
loppée moyenne qui a pour coordonnées 6|, 62, 63. 

On voit que pour du = o ou du^ = o les formules précédentes 
définissent une congruence isotrope. Alors les coordonnées de 
ces droites vérifient le système 

( X - 0, )î -h ( Y - 0, )* -+- ( Z - Ga)* = o, 
( X - 0, ) £^0i 4- ( Y — 0, ) fl^O, -+- ( Z — O3 ) rfO, = o, 

les difi'érenliellesrfôi, d^2td^:i prenant successivement les valeurs 
correspondant aux courbes de paramètres u cl Ut, 

Nous obtenons ainsi deux systèmes de droiles, caractéristiques 
respectives des surfaces réglées, enveloppes du cône isotrope, dont 
le sommet décrit les courbes de paramètres u et W|. 

Ces considérations nous permettent de formuler la proposition 
suivante : 

Soit M un point quelconque de la développée moyenne S rela- 
tive à une surjace donnée S|. Considérons sur S les deux 
courbes correspondant aux génératrices rectilignes de la 
représentation sphérique de S| et passant par le point M/ les 
deux plans tangents au cône isotrope de sommet M qui enve- 
loppent respectivement ces deux courbes donneront par leur 
intersection la normale à S|. 

Si S est une surface de translation, la surface Sj sera définie 
par Téquation (') 



- o. 



du^ôu\ 



(') Voir thèse de doctoral : Sur une ctasse de sur/aces, 190.». 
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Nous allons laisser de côté l'étude de Tidentîté (9)1 considérée 
dans sa forme la plus générale, et nous nous bornerons au cas 
où ^ est définie par l'équation 

U', U| désignant les dérivées premières de deux fonctions respec- 
tives de u et de Ut. 

Lé relation (10) prend alors la forme 



• « ^ 



idientité qu'on peut encore écrire 
Posons 



a 


J] ' 


x' = 


U-^-U, 


2 


y= 


U, u 

•A 


z/- 


?' 



Il viendra 

ds^ = dx^ -H dy^ -+- dz* = dx'^ -+- df* -h dz'^, 

et les surfaces de coordonnées x^y^ 5; x'^ y, J seront appli- 
cables. 

Ces surfaces seront donc données par le système 



00 U>'-l[('"-")5ïïdï^-5S-^Jii;J^ 



V =1 , 



On prendra pour \ une solution quelconque de l'équation 

Le problème est donc ramené à la résolution de celte 
équation. 



î^ 
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Les surfaces définies par celte équation jouissent d^inc pro- 
priété caractéristique. 
De la relation 

on lire 

Cette formule montre que l'équation précédente définit les 
sur/aces sur lesquelles les triangles infinitésimaux, projections 
des triangles infinitésimaux formés avec l'élément linéaire de 
la développée moyenne, peuvent élre déplacés sans défor- 
mation. 

Ces formules jouissent donc d*une propriété analogue à celle 
des surfaces développables. 

On peut encore chercher les relations qui existent entre les 
surfaces de coordonnées x^ y^ z d'une part, x\ y\ z' de l'autre. 

Nous venons de voir que ces surfaces sont applicables. 

De plus, la relation z'= p montre que la distance des premières 
à la surface définie par Ç est égale à la distance des secondes au 
plan des xy. 

Enfin, la relation rf^^ — do^= dx'^ -^ dy'^=^ dUdU^ montre 
que la projection de l'élément linéaire de la première sur la sur- 
face définie par Ç, est égale à la projection de Félément linéaire 
sur le plan des xy. 

Considérons d'abord le cas particulier où la solution de l'équa- 
tion (12) est de la forme 

F, F| désignant des fonctions respectives de u et de u^. 

Étant donné le but que nous poursuivons, nous pouvons sans 
inconvénient nous donner a priori les fonctions F, F| et déter- 
miner ensuite U, U» par la condition que l'équation aux dérivées 
partielles proposée admette cette valeur de 5. Il suffira évidem- 
ment de poser 

U'=2F'F, 

Le couple de surfaces applicables est alors donné par le 



sjrslème 



La formule 
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07 = F ', ( a F - F ) -^ F ( w , F ; -^ F , ) , 

7 = iF',(F-uF)-hiF(a,F;-F0, 
z = (aiF;— F,)(ttF— F)- F'F'i; 

ar'= r FF" du -h TFiFî^u,, 

y=i CFiFIdui—i f FF' du, 

z' = (m, F', — F,)(wF'- F) -4- FF',. 

Ç = 2FF, 
donne la solution générale de Inéquation aux dérivées partielles 

ç -r — T -T- -T - = p' — x^ — y' 5* = o, 

duau\ ou oux *^ '^ 

Xy yy Zf p ayant la signification donnée précédemment. On en 
conclut une propriété caractéristique des surfaces trouvées. 

Les sur/aces de coordonnées x, y y z sont les développées 
moyennes des surfaces enveloppes de sphères passant par un 
point fixe dont le centre décrit cette développée. 

Les coordonnées de ces surfaces vérifient les relations 

F', . w,F', — F| , 

Ces formules montrent que les lignes de paramètres Uy Ui sont 
des courbes planes dont les plans passent par Torigine. 

Les coordonnées des deux surfaces d*un couple sont liées par 

la relation 

z!^=z ar« -+->•• -4- -«'. 

Des formules qui donnent x\ y y combinées avec Téquation 
qu'on obtient en égalant les deux valeurs de z données précé- 
demment on déduit que les coordonnées Xy y; xfy y sont liées 
par une relation de la forme 
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Des deux relations que nous venons d'établir entre les deux 
surfaces du couple, on peut déduire la conclusion suivante : 

Soit donné, sur la première sur/ace, un réseau déterminé 
par les intersections de deux familles de plans, les premiers 
étant parallèles au plan des xy^ les seconds passant par Vaxe 
des z\ si Von fait correspondre sur les deux surfaces les lignes 
de même longueur, à ce réseau de la première correspondra 
sur la seconde un réseau déterminé par les intersections dune 
famille de sphères concentriques, et dUine famille de cylindres 
de génératrices rectilignes parallèles à l'axe des z. 

Prenons par exemple 



n vient 



X -4- iy = 9.ami(m — i)m"»m'["~'î 
T — iy = >. am ( //j| — I ) u"'-^ II'"', 

/w ( /^^ — I ) 



^ o.m - I 



2///-1 



Dans le cas parllculicr où les constantes m^ m^ satisfont à la 

condition 

•>. mm 1 — m — /?? | -h i = o, 

les coordonnées des deux surfaces satisfont aux relations 

5'« — .T* -+- yî -4- 5«, 

D'où Ton tire 

Pour m =z mt on a des surfaces de révolution. 

Parmi les couples de surfaces applicables que définissent les 
équations (i i), il en est qui se composent de surfaces identiques. 
Le calcul montre que ces surfaces sont celles pour lesquelles 
on a une des deux relations 
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Nous connaissons la signification géométrique de-ces surfaces. 
Elles sont définies en coordonnées cartésiennes par l'équation 

V. 

Interprétation de l'équation rt = const. — Nous allons main- 
tenant considérer Téquation (12) dans le cas où Ton a 

U'U',=—K« = const., 

et écrivant cette relation avec la notation des coordonnées carté- 
siennes nous aurons 

(i3) r/-+-K« = o. 

Décrivant le premier membre par rapport à y^ il vient 

dr dt __ 

D'où, en tenant compte de Téquation proposée 

^. àt . c^r 

ôy dy 

Celle équation peut s'écrire 

et sous cette forme on reconnaît une équation de Monge et 
d'Ampère. 

En appliquant la méthode des caractéristiques, on trouvera 
une combinaison intégrable pour chaque système. D'où l'on 

déduit les deux relations 

àq dp 

A àj- ^ Or 

dy àx 

Si nous considérons maintenant q^ x, y comme les coordon- 
nées d'une surface, les relations précédentes nous montrent que 
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nous obtiendrons des surfaces développables. L'inlégralion des 
équations trouvées se fera donc en écrivant les formules qui défi- 
nissent de pareilles surfaces. 

Bornons-nous à la première équation. Il vient 

(j .— nx -4- K e*' j' -h a, 

/■ " ^ 

Q — a'\x -f- e^ y) -t- 1 . 

La détermination de z s^achèvera par une quadrature. 

Si nous procédons par rapport à x comme nous avons procédé 
par rapporta y^ nous obtiendrons deux relations de Téquation 
proposée renfermant cbacune une fonction arbitraire. 

Revenant aux notations primitives nous voyons que \ sera 
défini par le système 

--Ï- = au -\- Ke*^ Mi -i- a, 



( " \ 

o = a' \ M -1- e" «I ' -+- I . 



L'équation (i3) se prête à quelques transformations intéres- 
santes que nous allons brièvement exposer. 
Pour plus d'ordre dans les calculs, posons 

l/équatlon (i4) devient 

équation de Monge et d'Ampère dont nous venons de déterminer 
deux solutions particulières. 

Appliquons à cette équation la transformation de Legendre. 

Nous remarquerons toutefois qu'il faudra exclure de cette trans- 
formation les solutions trouvées précédemment comme vérifiant 
la relation 

s] — rj/| =r o. 



On 



a ICI 



et l'on trouve 
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nouvelle équation de IVfonge et dÂmpère qui oQre elle aussi une 
combinaison intégrable dans chaque système, combinaisons qui 
nous ramènent aux solutions précédentes. 
Posons nialnlenant 

C désignant une conslanle arbitraire. 
On obtient Téqualion de Laplace 

Posons enfîn 



^4-yt 



et l'on obtient Téquation de Laplace à invariants égaux 

i6K-5v-{- ji = o. 

Nous avons pris pour point de départ des résultats exposés en 
dernier lieu la forme quadrati(|ue définie par la relation (9). 
Toutefois, remarquons-le en terminant, le rôle principal de cette 
formule n'est pas dans la détermination de surfaces applicables. 
Elle intervient plus naturellement dans la recherche d'un pro- 
blème plus général qu'on peut formuler comme il suit : 

Déterminer deux surfaces variables S, S| telles que les 
dimensions des projections orthogonales sur S| des figures 
infinitésimales tracées sur S soient indépendantes de la varia* 
tion des surfaces. 

Si l'on impose aux deux surfaces la condition de devenir iden> 
tiques, on retrouve le problème des surfaces applicables. 

Le problème étant ainsi posé, on voit tout de suite que la 
formule (9) en donne des solutions. 

Si, d'abord, nous nous donnons une surface quelconque S| défi- 
nie par la fonction Ç, les projections sur celte surface fixe des 
figures infinitésimales, tracées sur une surface S de coordon- 
nées 0|, 62) ^s variant par conséquent avec les constantes a^^ 6^, 
Ca, dfi seront indépendantes de la variation de cette surface. Nous 
obtenons ainsi une première solution du problème. 
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Nous pouvons encore nous donner une équation aux dérivées 
partielles de la forme 

F désignant une fonction arbitrairement choisie. A la solution 
générale de cette équation correspondent deux surfaces S, S| 
variant toutes les deux avec les deux fonctions arbitraires que 
renferme cette solution. Or, encore ici, les projections considérées, 
dépendant uniquement delà nature de la fonction F, sont indé- 
pendantes de la variation des fonctions arbitraires qui entrent 
dans la solution, et par suite de la nature des surfaces S, S| . 



SUR LES FONCTIONS MONODROMES A POINT SINGULIER ESSENTIEL ISOLÉ 

(TROISIÈME NOTE); 

Par M. Edmokd Maillet. 

I. 

Soit F(z) une fonction monodrome dans une certaine région R 
comprenant tous les points du plan à l'extérieur d'un cercle F 
ajant pour centre l'origine, et qui n'a dans R qu*un point cri- 
tique A à l'oo (*). F est développable dansR d'après la formule de 
Laurent (Jig* i) 

F(z) =çpo(^)-i-çQj, 

^o(^) = Ao -+- Al « -f- . . . -+- A/-5'h-. . ., 
<p(.r) = B,^ -h... H- H/^ -+-.... 

La série 'fo(^) ^ ^^ rajon de convergence infini : c'est donc 
une fonction entière; dans la région R, ? (~ ) reste fini et même 

tend vers o avec -• C'est la croissance de fo(^) ^tux environs de 
z = 00 qui détermine la croissance de F (5) pour s = 00. 



(*) Le changement de variable z = <,+ a nous ramènera au cas où l*origine 

est en dehors de la courbe F. Le changement de variables z = r au cas d'une 

z^—b 

fonction monodrome dans une région limitée comprenant un point crilîque 

unique et essentiel. 
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Il sera donc naturel de classer la croissance de F(^) comme 
celle de <fù{z) pour z = oo. Si ^ù{^) ^st d'^rdrç fini p, on dira 
que F{z) est d'ordre fini p aux environs de js = oo, et Ton aura 



\F(z)\<er^^' 



(e étant donné, fini et positif) si r= j^j estsuflisamment grand. 



ig. I 




Si ^o(^) ^st d'ordre in/lni, on dira que F(z) est d^ordre 
infini; toute classification des ordres infinis (*) des fonctions 
entières s* appliquera aux fonctions F (5). 

Nous dirons que F(2) est une fonction quasi-entière dans R 
pour ^ = 00. 

En appliquant à F(2) des raisonnements semblables à ceux de 
la théorie des fonctions entières et quasi-entières (^), nous lui 
étendrons : i® le théorème de Weîerslrass sur la représentation 
des fonctions entières par un produit infini; 2" ceux de M Borel 
sur les fonctions entières d^ordre fini à croissance régulière; 
3** celui de Laguerre-Chio sur les racines de la dérivée d'une 
fonction entière réelle, d'ordre <[ 2, et dont toutes les racines 
sont réelles ; 4" enfin les théorèmes de MM. Picard et Borel sur 
la fréquence des racines des fonctions entières et méromorphes. 

Nous retrouverons ainsi une démonstration du théorème bien 
connu de M. Picard sur les racines des équations/(s) = a(acons- 



(') Voir, par exemple, Boutroux, Comptes rendus, Z mars igoa et oolre Note 
des Comptes rendus, 9 février igoS. 

(') Voir, par exemple, Borel, Leçons sur les fonctions entières, Paris, 1900, 
et notre Mémoire du Journal de Mathématiques, 1902, p. Ssg. Lies fonctions étu- 
diées ici comprennent évidemment les fonctions quasi-entières proprement 
dites. La lecture de notre Nute, qui sera suivie par d'autres, exige seulement la 
connaissance des deux travaux ci-dessus et de notre Note des Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, 190a, page 4^6* 
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Caole quelconque) aux environs d*un point singulier essenliel. 
Incidemment, nous établirons ce résultat ; 
Étant donné un contour C quelconque, soit 

une fonction entière, 

//{z)= Ai 4- a; z-h...-h \fzf, 

on peut toujours prendre X assez grand pour qu*à toute racine de 
/i{z) = o dans C (X£ /) en corresponde dans C pour/(z) une cl 
une seule qui en diffère aussi peu qu^on veut. 

II. 

On sait que F{z) n'a dans R que des zéros isolés. Soient dans H 

cil 1 ^ii « . • . 

les zéros de F(z) rangés par ordre de modules croissants. On peut 
toujours former un produit canonique de facteurs primaires 



''<^>=n(-;i)'"'- 



>is) 



convergent et ayant les mômes zéros que F(^) dans R : P (3) est 
une fonction entière. 
Considérons la fonction 

Elle n'a plus de zéros dans la région R où elle est monodrome; 
la fonction log^ n'a plus dès lors dans R que le point cri- 
tique s = 00. Soient 

log* = logp ■+-i(^ -+- ''.A-Tc), 

et deux points B et C de la région R. Étudions la variation de 
log^ quand on suit dans le plan des z un chemin quelconque allant 
de B en C et restant dans la région {/ig. 2). Ce chemin équivaut 
à un chemin déterminé allant de B en C (une droite dans le cas 
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de la figure) et à un certain nombre de lacets (') issus de fi et 
entourant F. Quand on suit un de ces lacets en partant de B avec 
la valeur logp H-<^ de logO, et revenant en B, logO prend la nou- 
velle valeur logp -l-«(^ -h aXit). Par suite logO — X log>î conserve 

Fig. 2. 




la même valeur : c^est une fonction monodrome dans la région R ^ 
d'après le théorème de Laurent 

log*-s-^= F|(-s ). 
F| (z) étant de la même forme que F(z) dans R, d'où 

et 

On peut remplacer évidemment z^P{ z) par Q ( «), étant entendu 
que Q(5) pourra avoir un pôle pour 5 = 0, et 

D'où ce théorème : 

TuÉoRÈME l. — Soit F(z) une fonction monodrome dans une 
région R formée de tous les points du plan des z extérieurs 
à un cercle F ayant pour centre l'origine, F(z) n'ayant 
dans la région R qu'un point critique à l'ao. On a dans R 

y^{z) étant de même forme que F(z), Q{z) une fonction de 

(^) Nous appelons ici tacel un contour allant de B à un point d'un cercle de 
rayon R' très grand, comprenant ce cercle décrit dans le sens de la flèche ; puis 
revenant en B. 
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la forme 

Qi (3) ef Ço(^) des Jonctions entières, ? ( - ) une fonction mono^ 

drome qui reste finie dans la région R. 

Nous dirons queF(z) est quasi-entière dans Rpour z =cc (*). 

Soit encore 

dans R, ^o{^) étant une fonction entière, et ^(-) restant fini 
dans la région 

Corollaire I (*). — F(^) ^st de la forme 

où k est entier positif ou nul, Q^'i{z) une fonction entière, M - ) 
une fonction monodrome et finie dans la région R. 

Si F (s) est d'ordre fini, il en est de même de Q2(^) et récipro- 
quement. 

Corollaire II. — Si F(w) est d* ordre fini p, il en est de 
même de Qaf^), et réciproquement, F, Q2, ©0 sont simultané- 
ment d^ ordre fini p ou d^ ordre infini. 

L'ordre étant fini, la croissance de¥{z) pour z = Goest régu- 
lière en même temps que celle de Qa et »o- 

Corollaire III. — La condition nécessaire et suffisante pour 
que ta croissance deT{z) supposé d'ordre fini pour z = oc soit 



(') Les mêmes raisonnements s'appliquent au cas où x esl un pAlc pour V{z) : 
Q,(z) est alors un polynôme ainsi que f^{z). F{z) n'a qu'un nombre limilt^ de 
racines ainsi que sa dérivée. 

(-) Si F{z) est réel pour z réel, Q(5) l'est; on peut prendre pour F, (5), 

^•(*)» '!'(';)» <*<^* valeurs réelles. Il en esl de même pour ff-) et %{z). 
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régulière pour z^=co est que la distribution des zéros soit régu- 
lière aux environs de ce point. 

Les trois fonctions F, Qj, ço sont simultanément à crois- 
sance régulière ou irrégulière pour z = co. 

On conçoit maintenant que toutes les égalités rencontrées dans 
la théorie des fonction entières et dont on a démontré, avec ou sans 
restriction, la nécessité ou l'impossibilité en faisant intervenir seu- 
lement soit les ordres de grandeur des fonctions entières et de 
leurs dérivées pour >3r=oo, soit plus généralement les propriétés 
qui sont communes aux fonctions entières et aux fonctions mo- 
nodromes quasi-entières aux environs de ^ = oo s^étendront pro- 
bablement avec les mêmes caractères à ces dernières. Ceci suffit 
à faire pressentir toute une catégorie de propriétés communes. 



III. 



Théorème II, — Soit F{z) une fonction quasi-entière réelle 
dans R pour 3=00. Supposons que F(3) soit d'ordre <C.2 et 
n^ait dans R qu*un nombre limité de racines imaginaires. 

Si F(z) a une infinité de racines réelles, il en est de même 
de sa dérivée, et, dès que \z\ dépasse une limite déterminée, 
entre deux racines de F(z), il y a une et une seule racine 
réelle de F'{z) : de plus F'{z) n'a qu'un nombre limité de ra- 
cines imaginaires. 

Si la fonction F{z) n'a qu'un nombre limité de racines, il en 
est de même de sa dérivée. 

Soit 

F(5) = X F,(;5} = z}f-P{z)\e¥-> 



= ^!Ae*-nf I— l.\e*'ne¥'-\ 



X étant un polynôme de degré pair qui a pour racines toutes les 
racines imaginaires de F(2), en nombre limité, jji un entier, an une 
racine réelle de F(«), F|(3), ^(s)des fonctions réelles, la der- 
nière limitée pour (3) = 00, A" un nombre réel. On a 



F( 






rs 
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1® Supposons que F( s) n'ait qu'un nombre limité de racines. 
Multiplions les deux membres par un même facteur Xs n(^ — an)^ 
Le second membre devient 

OÙ P|(3) est un polynôme, 'f\{z) une fonction de la forme 

'^1 . -^t . 



_« 



Les racines de V{z) annulent P|-Hyi. On peut toujour^s 
trouver L assez grand pour que, dès que | ^ | >- L, | y j {z) \ soit 
aussi petit qu'on veut et | P| {z) \ aussi grand qu'on veut. Les mo- 
dules des racines de F' (2) sont limités, et F'(z) n'a dans R qu'un 
nombre limité de racines. 

Quand l?{z) h*a dans R qu! an nombre limité de racines, 
lien est de même de F' (3). 

2^ Supposons que F(:;) ait un nombre infini de racines. On a 



Or 

' 4ù> = a;.- 



•v, ^ a; 

1* ■^ 



. , A • •-< A 4 

,, •>. A'i •>,.3A'- 



Oès que | 3|>L, | ^"(-s)] est très petit par rapporta rvi~\" *^* V- 

est positif, les mêmes raisonnements que pour les fonctions en- 
tières sont applicables; mais u. peut être négatif; nous allons donc 
raisonner sans nous préoccuper du signe de [x. 

D'abord, pour les très grandes valeurs absolues de z réel, 

En effet, X^X — X'^ est alors négatif : il suffira donc de mon- 
trer que 

est négatif et croit indéfiniment en valeur absolue avec z. 
xxxi. :> 
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Or, ou bien il j a à la fois une infinité de racines positives et 
négatives, ou bien le nombre des racines positives, par exemple^ 
est limité. 

SMl j a une infinité de racines positives, on a 

dès que z > anj an étant une quelconque de ces racines. Dès que 

jS dépasse une certaine limite positive assez grande, ^^ — - — — 
est aussi grand qu'on Veut. 

Un même raisonnement est applicable pour les valeurs négatives 
de ^, s^il y a une infinité de racines négatives. 

Quand ces deux circonstances ont lieu à la fois, -r- ( ^!^M est 

négatif pour z réel, sauf peut-être dans un intervalle fini de 
Taï^ Ox. 

Supposons maintenant, par exemple, que le nombre des racines 
positives seul soit limité. Pour de grandes valeurs positives de z, 
\\ y B k racines, positives et négatives, de valeurs absolues <; 3, et 
pour lesquelles 

k étant aussi grand qu^on veut. Dans ce cas encore -j- ( „ M est 

négatif pour z réel, sauf peut-être dans un intervalle fini de 
4'axe Qx. 

Nous en concluons d'abord ce résultat : 

Dès que \z\ dépasse une certaine limite finie, les racines 
réelles de ?'(«) séparent celles de F(z) et réciproquement ; 
entre deux racines réelles de F(^) il y en a une et Une seule 
de F(z). 

Nous allons maintenant montrer que, si F(z) n'a iqu'un nombre 
limité de racines imaginaires, il en est de même de F'(2). 

Soit encore z=:x -^-yi une pareille racine de module très 
grand; on a 

Fïz) _ X' ¥\{z) 
Viz) X "^ F,(«) 



n 



A, 

s 


■+■ 


^t 

«» 


A, 

Si* 


+ 


B, 
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tin ëtaol réel. 

où B| est fini. Nous supposons A| réel. Le coeffiçieut de i esl de 
la forme 

— Il y A I V^ 1 

B I 

j'A| provenant de -^ el A| étant au plus du même ordre que -.— 5-r' 

X' 

>'Ajde^. 

Considérons d'abord y ( r-^^r y. ^ -A, et soit 

Nous voulons démontrer que, qu»nd ^^-Hj^^est assez grande 
T est toujours négatif et croît indéfiniment avec x^^y^, lie coef- 
ficient de^ dans A3 étant aussi négatif, comme nous le verrons 

tout à riieure, et les autres coefficients de y étant d'ordre $ : . y 

il en résultera que le coefficient àey ne pourra s^aonuler, et que 
y doit être nul, par r.uite la racine correspondante réelle. 
Or on a, pour j: >> o, 

tant que o^«/,^2X. Si le nombre des racines réelles positives esl 

illimité, et si Ton ne prend pas x limité et "^E, 7 ; :* 

esl aussi grand qu'on veut pour les valeurs positives de x. 
De même pour x négatif et = — Xi, on aura 

^\ -i- J'= -, =^ 

si 

\x\l{xx-^an)': 



ou 



•2^1 = ^/1, 
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et 7 r '■ — ^ r sera encore aussi errand qu'on veut si l'on ne 

prend pas ^Ti^Ç. 

Le changement de â? en — x permettrait de raisonner de même 
dans le cas d'un nombre illimité de racines négatives. 

Prenons alors xSli :y devra être aussi grand qu'on veut en va- 
leur absolue. Dès que | a^ 1 1> 2 | x |, 

et 



I -H 



T*-^y^ 



I I 

I _| 2 — 



pourvu que 



A> i-h 



2«î 



ou 






Si j^ est grand, il y autant de valeurs qu'on veut de a„ satisfai- 
sant à cette condition et telles que | a,, | >> '2Ç. Donc encore 






a une valeur absolue aussi grande qu'on veut, et T est négatif. 

Il nous reste à vérifier que A2 est négatif. 

Soient X + ui, \ — ui, deux racines imaginaires conjuguées 
de X. On a 

_V^/ X —-X — i{y — ^x") (a: — X ) — <(y-^fA) \ 

D ' 
en posant 

D = [^x - X)«+ (^ - Hi)t] [(a, _ X). + (j' + ^)>], 
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ou 



X' 

La partie imaginaire de ^ est alors de la forme 



où D est essentiellement positif. 

Pour les valeurs de^ supérieures aux modules des racines de X, 

X' 

le coelficient de j^i dans -^ est encore négatif. Pour les valeurs 

dey au plus égales au module de la plus grande racine, \z\ étant 

très grand, | j: | est très grand et (x — ^)^4-^^ — [J»»* est positif : 

X' 
le coefficient de yi dans ^ est encore de même signe. 

Nous pouvons donc conclure : 

Si F(z) a une infinité de racines réelles et un nombre limité 
de racines imaginaires, F'{z) n'a qu'un nombre limité de ra- 
cines imaginaires. 

Le théorème est ainsi complètement démontré. 

Nous allons maintenant nous occuper des extensions aux fonc- 
tions considérées ici de certains théorèmes de MM. Picard, Hada- 
mard et Borel sur la densité des racines. 

TR^.onÊME in. — Soient F(z) une fonction quasi-entière 
dans R pour z = oo, d'ordre p fini^ ç(a) et (pi {z) des fonctions 
quelconques de même nature, mais d'ordre < p : parmi l'en- 
semble des fonctions 

ou y et ©I prennent toutes les valeurs possibles^ il ne peut y en 
avoir deux dont l'ordre réel est inférieur à p, 

<pF — o,. ^F — <}/,, 
que si ^ifx — 'l,p, = o. 
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Supposons, en eflet, 

avec cp<{/| — ^^i^o) P,, Pj élanl des produits de facteurs pri- 
maires d'ordre < p., Qi, Q2 des polynômes de degré p, S|, Sj des 
fonctions monodromes et qui restent finies dans R, ainsi que leurs 
dérivées. On a 

Ou 

MtfQ -+-Nctt«= L, 

My M, L étant des fonctions quasi-entières dans R pour j = oo, et 
d'ordre < p, avec L-^o, 

Prenant les dérivées des deux membres, on a 

( M' -h MQ'i ) cQ. -+- ( N' -4- NQ', ) «Q» = L', 

M' et N' ayant leurs ordres <I p. 
Si le déterminant 

A = MN' ~ NM'4- MN( Q; - Q'j ) 

est ^ o, on en tire, par exemple, 

- AeQ. = L ( M' -h MQ'j ) — ML'. 

e^* est une fonction quasi-entière dans R pour ^ = 00 sans o : 
les zéros de A dans R doivent donc tous appartenir au second 
membre. 

Ce second membre élant d*ordre réel <C p, son quotient par A 
l'est également. Ce quotient est alors d'ordre apparent <[ p, et la 



(') Cette exception ne peut évidemment se produire, puisque le second membre 
est d'ordre p, que pour p entier. On remarquera encore que 7P — 7,1 quand 7 
et 9, sont d'ordres < p, est à croissance rt^gulière pour ^ = oo, à la condition 
nécessaire et suffisante que F soit à croissance régulière pour x = 00. Nous signa- 
lerons la possibilité d'extensions de ce ihéorcme et du suivant aux fonctions 
quasi-entiéres d'ordre non Iransfini pour z = cc grftce à la classification introduite 
par M. Boutroux et nous. Vo r encore, pour un cas particulier de ce théorème, 
Hadamard, Comptes rendus j 1*' juin 1896. 
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relation précédente est impossible : il faut A=:o. Alors 

*!!!- — - O' — O' 
lûg^=Q,-QiH-C, 

N 

Pour les mêmes raisons que tout à l'heure Q^ — Qi serait de 
degré <C p ; par suite 

est impossible, le premier membre étant d'ordre <; p, le second 
membre d'ordre p ( * ). c. q. F. •• 

Corollaire. — Parmi les équations 

oà cp et <pi n^ont aucune racine commune, il y en a une au plus, 
telle que l^ exposant de com^ergence de la suite de ses racines 
est inférieur à p pour z=zco. 

On vérifiera de la même manière le théorème suivant et son 
corollaire. 

Théorème IV. — Soit F(z) une fonction monodrome qu^si- 
entière dans Rpour 5 = oo e/ telle que, pour les grandes valeurs 

de \z\ = r, 

(m constante); soient de plus ç(«), ?i(^)i ^(^)) '|'i(*) des fonc- 
tions quasi-entières d'ordre fini dans R pour « = oo, et telles 
que 

Si les deux fonctions quasi-entières dans R pour sssoc 
çF — (fi, ^F — ^1 sont d'ordre réel fini, F est d'ordre fini. 



(*) Cette démoDstratioD est analogue à celle de M. Borel {Leç. iur /«t./MC* 
tioru enitértê, Paris, 1900, p. 96) pour les fooctioos eatières. 



- 40 - 
Corollaire. — Parmi les équations 



F=2i, 



où F est donné et d^ ordre infini, il y en a au plus une telle que 
la suite de ses racines ait un exposant de convergence fini. 

\jdi démonstration repose sur la vérification de Timpossibilité 
d'une relation de la forme 

où G| et G2 sont des fonctions quasi-entières d'ordre fini, ainsi 
que L, M, N. 

Nous retrouvons ainsi dans deux cas relativement particuliers, 
jnais que Ton peut considérer comme les plus importants jusqu^à 
nouvel ordre, surtout en présence des résultats énoncés par 
MM. Boutroux et Painlevé, un ihéorème dû à M. Picard, et relatif 
aux racines d'une fonction monodrome aux environs d\in point 
singulier essentiel. On retrouve en même temps pour ce cas des 
extensions du théorème de M. Picard, analogues à celles qui sont 
dues à MM. Hadamard et Borel pour les fonctions entières, et à 
nous pour les fonctions quasi-entières. Le perfectionnement parti- 
culièrement important apporté ici au théorème de M. Picard est 
relatif à la détermination de Texposant de convergence de la suite 
des racines (' ). 



(•) Soii F(5)=9(z)4-?, (-) = -^^^-^ e'I'^*) une fonction quasi-enlièrc dans R 

pour 2 = X cl d'ordre quelconque, 0(2} une fonction entière, '^{z) une fonction 
monodrome et finie dans R ainsi que ses dérivées. 

Admettons, d'après M. Borel {Acta math., t. \X, p. 357, Sur les séros des 
fonctions entières) : 1* que si ptCr) est le maximum du module de G(^) pour 
I ^ I =/•, |i., (r) celui de G'(«) pour \ z\'i r, on ait 

(A) |i(r)'''*>lJi,(r)>ii(r)'-« 

(s fini aussi petit qu'on veut); a* que l'inverse du minimum du module d'une 
fonction entière est du même ordre de grandeur que son maximum, c'est-à-dire 

que si e^^*") est une limite supérieure de ce maximum, «*('') '*'** est une limite supé- 
rieure de l'inverse du minimum, et e*('')*~*^ une limite inférieure [condition (B)]; 
admettons plus exactement au moins que ces conditions aient lieu dans la ma- 
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Il convient encore de considérer les fonctions qu'on peut ap- 
peler quasi' méromorphes dans R pour >s =: oc, c'est-à-dire les 
fonctions monodromes qui n'ont dans R d'autres points critiques 
a dislance finie que des pôles isolés. Si Ton forme la fonction 
entière ^(2) ayant pour zéros les pôles d'une pareille fonc- 
tion F(z), F(5)4>(^) est quasi-entière dans R pour 3=00, el 
= V(3). Donc 



F(j) = 



4>(;;) 



Théorème V. — Une fonction quasi-méromorphe dans R 
pour z =zQo est le quotient d'une fonction quasi-entière dans R 
pour 5 = 00 par une fonction entière, ou, plus généralement, 
le quotient de deux fonctions quasi-entières dans Rpour z = qc. 

Ceci posé, nous étendrons à ces fonctions nos théorèmes sur les 
fonctions quasi-méromorplics. 

TnÉoBÈME VI. — Parmi toutes les fondions quasi^méro- 
morphes dans IX pour z = 00 de laformeF — ^ d'ordres finis p, 
où F est de la même forme donnée et d'ordre p, ç une quel- 
conque des fonctions analogues, mais d'ordre <?, il y en a 



jrure partie du plan, c'csl-à-dirc que la somme des épaisseurs des couronnes cir- 
culaires dont le centre est à l'origine et où ces conditions n'ont pas lieu pour 
\ z\^r est^ Arr, k étant aussi petit qu'on veut pour r assez grand. Les raison- 
nements de M. Borel sur Timpossibilité des relations 

SG..(z)eH.(5)=o, 

où t = I, 3y ..., / (/ Hni), G,-, H,, sont des fonctions entières, dont les ordres 
remplissent certaines conditions, s'étendent de suite aux cas où les G. el les H. 
sont des fonctions quasi-entières pour z = <x>. 

En eiïet, si p. ( r ) et {i, ( r ) se rapportent à 9 ( z ), les quantités analogues pour F ( ^ ) 
sont de la forme p. ( /' ) ( i + < ), }i, ( r ) ( i + e, ) ( t, c, aussi voisins qu'on veut de o 
pour r assez grand) : la condition (A) subsiste. De plus, l'inverse du minimum do 

G{z) est ge*C>*'*^*S si le maximum de G{z) estâe*^'); celui de —^e'H^) est 

(m constante) le^C'-)*^'"^ puisque v(r)«> Ar.logr 4- logm dès que G{z) ne sr 
réduit pas à un polynôme. 

On en conclut le théorème de M. Picard généralisé relatif aux racines des 
équations de la forme F{z) = ^{z)^ où F(^) est une fonction entière de genre 
infini, f(z) un polynôme, une fonction quelconque d'ordre fini ou une fonction 
entière d'ordre de grandeur assez petit par rapport à celui de F(«). 
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une au plus d^ ordres réels, tous inférieurs à ceux de ♦, deux 
au plus telles que les exposants de convergence des suites des 
modules de leurs racines soient inférieurs à p. 

Nous appelons encore ici ordre de 

le plus grand des ordres de ^ et 4. 

La démonslralion de la première partie du lliéorème est sem- 
blable à celle que nous avons donnée pour les fonctions quasi- 
mëromorphes; il en est de même pour la deuxième partie, où l'on 
doit disting^uer les trois mêmes cas. 

Pour montrer l'importance des résultats précédents dans la 
théorie des équations différentielles, il nous suffira d'indiquer le 
résultat suivant : 

THéoBÈMfi VII. — Soit¥ {z) une fonction monodrome d'ordre 
fini aux empirons d'un point a qui est pour elle un point sin- 
gulier essentiel isolé. Cette fonction ne peut être aux environs 
de ce point solution d'une équation différentielle linéaire ration- 
nelle en X que si sa croissance est régulière aux environs de 
ce point. 

En effet, on pourra toujours, par un changement de variable 
qui ne changera pas la forme de l'équation différentielle, faire en 
sorte que le point critique essentiel devienne oo. On mettra ensuite 
la fonction donnée sous la forme 



?o(«)-+-?i (M 



comme au début du Paragraphe I, et Ton raisonnera comme nous 
l'avons fait dans un Mémoire aniérieur (*) au sujet des fonctions 
entières et quasi-entières. La démonstration est à peu près la même. 

C. Q. F. D. 

En terminant nous indiquerons dans deux Notes annexes un 
complément à deux de nos Mémoires antérieurs. 



(») Ann. FcLC. Se. T., 1902, page 4^6. 
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IV. 
Nous avops établi le théorème suivanl : 

Théorème. — Soient 

/(«) = Ao-h A|^ -f-...-f- A/Js'-h... 
une fonction entière d^ ordre fini et d'ordre apparent p, et 

Dès que l dépasse une certaine limite finie, à toute racine 

t 

de /i{z) de module inférieur à /P"^* correspond une racine 
de f{z), le module de la différence des deux racines étant 
aussi peu qu'on veut ( *) pourvu que l soit assez grand. 

Ce résultat peut être complété ainsi qiiMl suit : 

Théorème. — Etant donné un contour G quelconque, on 
peut toujours prendre \ assez grand pour qu'à toute racine 
def{z) = o dansC, avec X^ /, en corresponde dans Cpourf{z) 
une et une seule, qui en diffère aussi peu qu^on veut [les 
racines def(z) sont supposées distinctes]. 

Considérons, en effet, un contour C sur lequel ne se trouve 
aucun zéro def(z)^ et l'intégrale 

\z\ est limité sur C : dès que / est assez grand, en chaque point 
de ce contour, /'(-z) =:/,'( s) -j- £,/(3) = /"/(z) -i-ei, eel ei étant 
aussi petits qu^on veut. Si 

1TU J^. f{z) 
|J-J/|<^P 

T, étant aussi petit qu'on veut pourvu que / soit assez grand. 



(*) Journ, de Afaihém., 1902, p. 343. D'après la démonstration qne nous avons 
doDoét, renoncé peut en effet être précisé de cette manière. 
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Mais J el J/ sont des enliers qui représentent respectivement le 
nombre de racines de J et J/ compris à l'intérieur du contour C. 
Dès que 7| < i il faut 

J = J/. 

Supposant les racines de f{z) distinctes : f{z) ei/'{z) n'ont 
pas de racines communes dans C. A toute racine de/i(z) dans C 
en correspond une de /(z); à toute racine de/î(z) dans C en 
correspond une de /'(^). On pourra donc toujours prendre /assez 
grand pour que /i(z) et/J(z) n'y aîeni pas de racines communes. 
Dès lors à toute racine de /i{z) dans C en correspond une 
de/(z)^ les modules des deux racines différant aussi peu qu'on 
veut. D'après J = J/, il j a réciprocité. 

Corollaire. — SHl y a une infinité de valeurs de l<^\ 
telles que fi{z) n^ait que des racines réelles dans le contour C, 
f{z) n^y a que des racines réelles. 

Soil, en eflet, a H- p/ une racine imaginaire de f{z) dans C : 
d'après le théorème précédent on ne peut assigner aucune limite 
inférieure à p. Donc p = o. 



V. 

Dans le Journal de Mathématiques (1902, p. 4^)? nous 
avons établi le théorème suivant : 

Théorème. — Soit la série illimitée 

_ Ri R| R/i 



Qi QiQ, Q.Q, ...Q« ••• 

Po; R|, Ra, . . . , R/i, . . . , Qi • Q2Î • • • 7 Q/ï» • • • étant des poly- 
nômes entiers en x de degrés p^^ rty r^^ . . , ,rn, . , ., qt^ q.», . . . , 
q„, ... respectivement avec r%<iqi^ • • -^rn^qn^ • , .^ les zéros 
réels de Qi.Qa, ..,Qrt, ... ayant leurs modules limités. 
Si (fi est solution d'une équation différentielle rationnelle 

dy d^Y 

en X, y, -4-^ ...,^-^1 on doit avoir, dès que n est assez 

grand 

y/i-»-i = (7i-+- q\-^' ..-f- v«)'"-+-'''n-i-+-^i» 
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(m entier qui ne dépend que de k et des exposants dey^ y , . . . , 
y^^^ dans l'équation en question, o, entier fini) (*). 

Nous posons 

?l = T^|« •+- ^H, 

el, si I j? I est suffisamment grand, x étant réel, 

On a, sî f I est solution, 

\ o = F(a7, r,;,-H^„, ...,T)</ -hA5,*M 

I>e raisonnement suppose F(j?, /j,,, . . . , Tijf ) 7^ o. Nous croyons 
utile, pour éviter une objection, d'établir en détail ce dernier 
point. 

Si 

on a aussi (^) 

(a) /'«F; -4-. ..— li^ V'yi) = o. 

Dans cette expression les dérivées sont celles de F (a: ,j, . . . ,.r^*^) 
où Ton remplace après dérivation v, ^', . . . ,y^*^ par 7^;,, r,)^, . . . , 

r* Si Ton n'a pas à la fois 

/ FV(ar, T,«, ...) =rr O, 

(3) , 

A;, satisfait à une équation difTérentielle linéaire dont les coefli- 
cients sont des polynômes entiers et de la forme 



(') F étant donné, s'il n'admet pas une infinité de solutions rationnelles t^^, le 
degré da numérateur et du dénominateur des solutions rationnelles t\^ de F est 
limité. Nous supposerons dans ce cas n plus grand que cette limite. 

(') A.U moins quand -^^ s^ est assez grand. 
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D'après 

Oi satisferait à une équation de même forme 

(5) Fiz= boX^*^ -^ . ' .-^ bkX -h bk-^i = o. 

Appliquons à nouveau la formule (i) à F| : le raisonnement 
fait dans notre Mémoire est applicable si F| n^admet pas comme 
solutions une infinité de fractions rationnelles irréductibles telles 
que les degrés de leurs dénominateurs aillent en croissant. Nous 
allons voir que ce dernier cas est impossible. 

En effet un nombre fini de ces fractions serait lié par une rela- 
tion linéaire homogène 

les c étant des constantes. On a 

et la relation précédente donnerait après multiplication par 

Q. . . . Qi,-i 

poljnome == fraction rationnelle irréductible. 

Par conséquent on serait conduit à ce résultat absurde qu'une 
équation différentielle linéaire a une infinité de solutions linéai- 
rement indépendantes : (5) est donc impossible, et 7)/i n'annule 

pas F(jr,7, ...,jt*)) dès que Î2±lZl£f±l > A (A fini positif 

dépendant exclusivement de k et des degrés de F en j?, ^, . . , , 

'À^ Si Ton a à la fois 

r F'y(i){T,'rin, ...) = o, 

il faudra que ceci ait lieu pour une infinité de valeurs de n, dès 
que n dépasse une limite finie : ceci aura lieu en particulier quand 
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OD remplace, n étant donné, 7)„ par '{{n^p', si grand que soit p^ 
pour une infinité de valeurs de p. 
On posera 

f\n^p devra être solution de F^==o et Ton raisonnera dessus 
comme on l'a fait sur F = o et ^ i . 

On sera encore conduit aux mêmes conclusions à moins que 
les dérivées de F^ par rapport à j', ...,^f*^ ne soient annulées 
par une infîiiité de valeurs de r\n\ et ainsi de suite (*). 

G. Q. F. D. 
Décembre 190a. 



SUR LES SURFACES DONT UN SYSTÈME DE LIGNES ASYMPTOTIQUES 
SE PROJETTE SUIVANT UNE FAMILLE DE COURBES DONNÉE; 

Par M. A. Buhl. 

On voit facilement qu'on ne peut en général considérer deux 
familles de courbes prises arbitrairement dans le plan comme les 
projections des deux systèmes d'asymptoliques d'une surface. 

Par contre une famille de courbes définie par l'équation difTc- 
rentielle 

peut toujours être considérée comme là projection d'un système 
d'asjrmptoliques d'une surface définie par Téquation aux dérivées 
partielles 

C'est là une équation du type parabolique, linéaire 6i homo- 
gène, et d'ailleurs l'équation la plus générale de cette forme 

e)j7' dx dy dy^ 

peut toujours être considérée comme définissant une surface dont 



(*) Mentioooons encore que 9, doit élre remplacé par tj^ dans la page {i et la 
première moitié de la page 4^ de notre Mémoire. 
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les asjmplotiques d'un système se projettent suivant les courbes 

dy B 

Aux variables a; et ^ on peut toujours substituer dd nouvelles 
variables 5 et / telles que Féqualion (3) prenne la forme 

où \ est fonction de 5 et ^ (E. Goursat, Leçons sur les équations 
du second ordre, t. II, p. 89). Malheureusement, cette réduction 
n'avance pas beaucoup en général la question de l'intégration 
complète, sauf dans le cas où Xpeut se réduire à une simple cons- 
tante. L'équation (5) devient alors une équation bien connue; 
c'est celle de la propagation de la chaleur par conductibilité dans 
un espace à une dimension. 

On sait qu'elle a été Tobjet d'importants travaux de Fourier et 
d'un grand nombre de géomètres. Parmi les travaux récents on 
peut consulter l'article de M. P. Appell : Sur Inéquation 
r — q =,0 et la théorie de la chaleur {Journal de Mathéma- 
tiques, 1892, p. 187) et les leçons sur la Théorie analytique 
de la propagation de la chaleur de M. Poincaré (G. Naud, édi- 
teur, 1895). 

Nous prendrons Téquation (5) sous la forme définitive 

d^z âz 

et nous allons rechercher comment l'on peut passer de l'équa- 
tion (3) à l'équation (6) et quelles sont les conditions de possibi- 
lité d'une telle transformation. 
En posant 

\(-5) ~AT--f-B-r-, \(5) = \(\)^-HX(B)r-, 

âx dy ôx ày 

Téqualion (3) s'écrit 

<7) .V(5)~Y(c)=o, 



^ 
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et Ton voit qu^elle est ainsi formée avec les opérateurs X et Y, 

tout comme (6) est formée avec les opérateurs j- et j^- 

Pour quMl existe un changement de variables transformant en 
ces deux derniers X et Y, il faut et il sufGt que ceux-là soient per- 
mutable^ (S. Lie undF. Ejvgel, Théorie der Transformations- 
gruppen, t. I, p. SSg). La condition XY = YX nous donne faci- 
lement les deux équations 

X«(A)-Y(A) = o, X«(B)-Y(B) = o 

qui, comparées avec (7), nous montrent que : Uéquation (3) 
peut toujours être ramenée à la forme (6) si A et Ben sont des 
solutions. 

Quant aux formules de transformation on les trouve en égalant 
à des constantes arbitraires les deux intégrales distinctes du sys- 
tème complet 

(8) X(,)+g = o, Y(*)4-g=o. 

La condition que nous venons de trouver parait au premier 
abord très restrictive, mais on peut la remplacer par d^autres, ce 
qui provient du fait que Téqualion primitive (3) peut se mettre 
sous la forme (7) de plusieurs manières différentes. Par exemple, 
si nous avions commencé par diviser l'équation par A^, nous 
serions arrivés à celte conclusion que la constante i et Texpres- 

sion -r doivent être des solutions. Comme la chose est évidemment 

A 

réalisée pour la constante 1, nous voyons maintenant que l'équa- 
lion (i) se ramène à la forme (6) si -7- en est une solution. Même 

chose si -^ est solution. 

Si, au début, nous avions multiplié Téquation (3) par un fac- 
teur R2, nous aurions conclu que, si ron peut trouver un 
facteur R tel que RA et RB soient des solutions, Inéquation se 
ramène encore à la forme (6). Le problème est encore résolu 
dans le même sens si l^on connaît une solution S de (3) et que 

A B 

F on constate que Vune des expressions S-^ou S — est aussi une 
solution. 

XXXf. 4 



■à 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 

Les considéra lions qui précèdent nous mettent en mesure de 
déterminer un grand nombre de familles de courbes simples et 
intéressantes que Ton peut considérer comme les projection^ d'un 
système d'asymptotiques de certaines surfaces dont la connais- 
sance ne dépend que de l'intégration de l'équation 

Nous désignerons par Z(5, t) une solution de cette équation 
ayant tel degré de généralité que Ton voudra. 

Si nous nous en tenons au premier cas de réduction étudié pré- 
cédemment, et si nous observons que les expressions linéaires i 
coefficients constants 

A = a -4- cj^ H- djr^ B = 6 -4- «a? H- gjr 

sont manifestement des solutions de (3), nous voyons que toutes 
les familles de courbes comprises dans l'équation 

dx a-\-cx-^dy 

sont les projections d'asymptotiques de surfaces que nous savons 
déterminer. Ces courbes sont les lignes invariantes des transfor- 
mations projeclives qui laissent en repos la droite de l'infini. 

Pour leur étude détaillée je renvoie à l'Ouvrage de S. Lie et 
G. ScuEFFERs : Vorlesungen ûber continuierliche Gruppen 
(p. 68), me bornant ici à rappeler ce qui est essentiel à mon sujet. 
Tout d'abord on voit facilement que, pour des valeurs particu- 
lières des coefficients constants, Téquation (9) donne les familles 

(10) ^ = const., y^ — 237 = const., ^x3t=consl., j'e-'=const. 

C'est un théorème fondamental que la transformation homogra- 
phique (groupe projectif) appliquée à ces quatre familles nous 
donne toutes les courbes invariantes du groupe projectif le plus 
général. 

D'ailleurs, nos transformations changent aussi les asymptotiques 
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d'une surface en les asymptoliques de la transformée et plus par- 
ticulièrement la projection des premières en la projection des 
secondes. 

Nous n'avons donc qu'à rechercher les surfaces admettant pour 
asymptoliques des familles se projetant suivant les types (lo). 

Premier type. — On trouve immédiatement des surfaces ré- 
glées à plan directeur et par transformation homographique des 
surfaces réglées quelconques. Les génératrices sont des asympto- 
liques qui évidemment se projettent suivant des droites. 

Deuxième type. — Les courbes considérées sont définies par 
l'équation différentielle 

dx y 

Nous avons facilement 
et ensuite 

Il nous faut maintenant intégrer le système complet 

dz âz ^^ _ ^^ ^^ _ 

Celui-ci admet les intégrales j^^ — 2X-\-2t et y — 5, d'où les 
formules de transformation 

où C el O sont deux constantes arbitraires. 

Donc la famille j^^ — 2X = consl. est la projection d'un système 
d'asymptoliques de la surface 



(II) 



= Z^G-h>^, C'-hx-'^Y 



Si par exemple nous prenons Z(5, i) =z s^ -i- 6 ts ^ nous avons, 
pour C = C'= o, 
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On vérifie faciiement que celte surface admet des asymplo- 
tiques se projetant suivant la famille de paraboles indiquée et 
quant k celles de Tautre système, suivant des droites parallèles à 
Taxe des a;; il s'agit donc d'une surface réglée à plan directeur. 

En efTectuant une transformation projective plane, nous dédui- 
rons de la surface (i i) de nouvelles surfaces pour lesquelles le 
système d'asymptotiques considéré se projettera suivant la famille 
de courbes déduite, par la même transformation, des paraboles 
précédentes. Ces dernières ont leurs diamètres parallèles fixes en 
direction et touchent par suite la droite de Tinfini en un point fixe ; 
nous pouvons en déduire des coniques tangentes à une droite fixe 
quelconque en un point fixe quelconque et admettant une direction 
diamétrale arbitraire {voir S. Lie und G. Scheffers, loc. cit,, 

P- 74). 

Troisième type. — La famille de courbes yx^=^ consl. résulte 
de rintégration de Téquation 

Nous avons donc 

i\ = X et B = — %y, 

d'où 

dz Oz 

\(z) = a;- av-— » X(A) = a:, 

' Or ' Oy ^ ' 

X(B) = «V, ^'(^' = ^S+«*r|^- 

Pour chercher la transformation qui change les opérateurs X 
et Y respectivement en ~ et —> la méthode est la même que pré- 
cédemment et le système complet à intégrer n'est pas plus com- 
pliqué. On trouve finalement 

a(a-Hi) ' ^ a(a-M) 

L'équation 2 = Z(5,/) représente alors les surfaces dont les asymp- 
totiques d'un système se projettent suivant les courbesj^x*= const. 
Pour faire une application immédiate, soit a = i, G = G'= o et, 
en désignant par a une constante quelconque, 
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Nous obtenons alors la surface 

dontun système d^asvmptoliques doit se projeter suivant la famille 
d'hjperboles équilatères xjr = const. 

Si nous cherchons directement les projections des deux systèmes 
d'asymptotiques de ladite surface, nous obtenons Téquation 

qui contient les hyperboles prévues et la seconde famille 

/pa-Hl^a-l = const. 

Le type j/'j?*= const. est certainement le plus riche en cas par- 
ticuliers remarquables. Les hyperboles xj/* = const. nous donnent 
par une simple transformation linéaire toutes les coniques concen- 
triques et homothétiques. Poura=r — -2, nous avons des paraboles 
de sommet et d'axe fixes dont le paramètre est variable et comme 
de telles paraboles sont aussi tangentes à la droite de l'infini en un 
point fixe, nous pouvons en conclure, par transformation homo- 
graphique, toutes les coniques tangentes à deux droites fixes quel- 
conques en deux points fixes quelconques. 

La transformation linéaire qui change les axes de coordonnées 
en les droites isotropes nous change notre courbe type en 

(x -\- iy) {x — iy)'^= const., 

ce qui est Féquation d^ine famille de spirales logarithmiques ho- 
mothétiques. 

Enfin, toujours dans le même type, nous pouvons faire rentrer 
les courbes de la forme 

{axx-^ bxy -\- Ci)^i(aia?H- b^y -4- Ci)^*(aiX -\- b^y -¥■ oj)^ = const., 

provenant de la transformation qui change en un triangle quel- 
conque le triangle formé par les axes de coordonnées et la droite 
de Finfini. Ces courbes sont les intégrales de Téquation de Ja- 
cobi P(a; dy —ydx) -f- Q rf^ 4- R rfx := o, où P, Q, R sont des 
fonctions linéaires des variables x ely. 
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Quatrième type. — La famille de courbes ^e"*= const. pro* 
vient de Téquation différentielle 

dy _ 
dx"^' 

Nous avons immédiatement 

A = i, B=^, 
^et ensuite 

^^'^ = ^^y%' X(A) = o, \{B)=}r, Y(^)-7^- 

On trouve toujours de même les formules de transformation qui 
changent X et Y en — et —; ce sont : 

5 = GH-a?, / = G'-h log^ — X, 

Nous bornerons à ces quelques exemples très simples la déter- 
mination des surfaces dont un système d' a sjrmpto tiques se projette 
suivant une famille de courbes donnée. On voit que les cas qui se 
peuvent traiter sans faire intervenir d'équation aux dérivées par- 
tielles plus compliquée que (6) sont nombreux et non des moins 
intéressants. 

Les surfaces cherchées étant connues, on peut se demander 
quelles sont les projections du second système d'asympto tiques. 
On obtient facilement pour leur équation différentielle : 

dy 25 ^/ , dy r \ 

Ces deux équations sont absolument équivalentes, l'égalité de 
leurs seconds membres résultant immédiatement de Téquation aux 
dérivées partielles r -f- 25/ -f- (/"-*= o des surfaces déterminées. 



SUR QUELQUES GONSËQUENGBS GÉOMÉTRIQUES DE L'ÉQUATION 

DIFFÉRENTIELLE DES CONIQUES; 

Par M, Raoul Perrin. 

I. L'équation différentielle des coniques 
(i) 9^'^^- i^yyy''''^' i^oy'"^ = o. 
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admet, comme il est aisé de le vérifier, l'intégrale première 

Chaque valeur de la constante arbitraire k caractérise évidem- 
ment une famille de coniques. On voit immédiatement que la 
valeur k = o caractérise le système des droites du plan, la 
valeur Ar = oo celui des paraboles, puisque Téquation difTéren- 
lielle des paraboles est, comme on sail, 

(3) 3^^--5y^*=o, 

Mais il est intéressant de rechercher la signification générale 
de k au point de vue géométrique. 

Pour l'obtenir, partons de l'équation générale d'une conique 
sous la forme 

(4) ax*-^ 2hrjr-^-by*-{- 2/y -h2g^x -h c = o. 
d'où, posant pour abréger 

on tire 

(5) ^=^(ii±^). 

Formant les dérivées successives de (5), et tenant compte des 
relations 

où A est le discriminant de la conique, a Oc -h . • ., on trouve 
successivement 

3 -^ 
3 .1 

4 

3y^i'— 'jyi = ijZ^iv-'*. 
L'équation (2) donne alor*» 
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Mais on sait que si a, ^ sont les deux demi-axes de la conique, 
et ci> Fangle des axes des coordonnées^ on a 

8* "" sin*b) 
en sorte qu'on peut écrire 

(6) ^ = ' t ' 

L'aire de Tellipse étant ica^, appelons par analogie aire d'une 
conique quelconque, et désignons par S, cette quantité ica^ ; 
elle sera réelle et positive s'il s'agit d'une ellipse, réelle et néga- 
tive s'il s'agit d'une ellipse imaginaire; imaginaire pour une 
hyperbole, nulle pour un système de deux droites, infinie pour 
une parabole. On aura alors cette valeur de k 

A — — r— r — > 

729 'ïT* sin'co 
et l'équation (2) deviendra 

(7) 729ir«y«siD«a) = S«(3y^'* - 5y'*)K 

L'équation (7), intégrale première de (i), représente donc 
toutes les coniques du plan qui ont même aire S. S^ étant positif 
ou négatif suivant que la conique est du genre ellipse ou du genre 
hyperbole, on en conclut immédiatement que l'expression 

formée avec les coefficients différentiels relatifs à un même point 
quelconque d'une conique donnée, est positive, nulle ou néga- 
tive, suivant que cette conique est une ellipse, une parabole ou 
une hyperbole. 

n. Considérons maintenant une courbe plane quelconque. La 
courbure en un quelconque de ses points est habituellement 
mesurée par l'inverse du rayon R du cercle mené par ce point et 
par deux autres points consécutifs infiniment voisins; ce qui 
revient à la définir au moyen de l'aire du cercle de courbure, aire 
dont l'expression est 

(8) C = Ilii±A*' 
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(en supposant les axes rectangulaires). Mais au lieu d'un cercle, 
rien n'empêche de considérer une conique iriosculatrice, c'esl- 
à-dire assujettie à passer par cinq points consécutifs de la courbe. 
Le carré de Paire S de cette conique sera déterminé, en fonction 
des valeurs des coefficients différentiels de la courbe au point 

dont il s*agit, par la formule (7) en y faisant co = - ; ce sera donc 

et Ton pourra caractériser la forme de la courbe en ses points suc- 
cessifs par les valeurs successives de S^, et dire en particulier 
qu'un point appartient au type elliptique, hyperbolique ou para- 
bolique, suivant que la valeur de S^ y est positive, négative ou 
infinie. Par raisons de C(mlinuité, toute branche réelle de la 
courbe se divisera en régions de types alternativement elliptique 
et hyperbolique, séparées par des points de type parabolique, 
en nombre fini. Quant aux points d'inflexion pour lesquels^ = o, 
la formule (9) montre qu'ils ne peuvent en général servir de 
transition du type elliptique au type h^^perbolique, mais qu'ils se 
rencontrent exclusivement dans les régions de type hyperbolique : 
car pour^ suffisamment voisin de zéro. S* prend le signe négatif 
de ( — ^y^^^y» Il n'en pourrait être autrement que si j^'' tendait 
vers o en même temps que^', c'est-à-dire si le point d'inflexion 
était en même temps point d'ondulation, auquel cas il serait de 
type parabolique, puisque la relation (3) y serait satisfaite; ce 
serait en outre un de ces points sexlactiques (où l'on peut mener 
à la courbe une conique quadriosculatrice) où l'équation (i) est 
satisfaite, et que l'on sait être au nombre de 3 m (4 ^w — 9) sur 
la courbe générale de degré m. 

D'autre part, si Tonannule— ^ — ^>on retombe sur l'équation (1). 

On peut donc se représenter comme suit la répartition, sur les 
branches réelles d'une courbe quelconque, des points de type 
elliptique, hyperbolique, parabolique, des points sextàcliques et 
des points d'inflexion. 

En partant d'un point arbitraire appartenant par exemple au 
type elliptique, et marchant toujours dans un même sens déter- 
miné sur la branche réelle, on trouvera des valeurs de S^ crois- 
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sant par exemple jusqu'à un certain maximum qui correspondra 
à un point sexlactique, puis décroissant jusqu'à un certain mini- 
mum (toujours positif) correspondant à un autre point sextac- 
tique, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on revienne au point de 
départ, ou que S^ passe du positif au négatif en passant par l'in- 
fini, ce qui correspondra à un point de type parabolique. Alors 
commencera une région de type hyperbolique où les maxima et 
minima de S^ correspondront encore à des points sextactiques, 
sauf les maxima (algébriques) dont la valeur est o, et qui corres- 
pondront à des points d'inflexion ; ensuite viendra un point para- 
bolique ramenant dans une région de type elliptique, et ainsi de 
suite. De cet aperçu résultent immédiatement, lorsqu'il n'existe 
pas de points exceptionnels (d'ondulation, sextactiques doubles, 
paraboliques doubles, etc.), les conséquences suivantes : 

i^ Sur chaque branche réelle complète (c'est-à-dire parcourue 
dans le même sens jusqu'à revenir au point de départ, en traver- 
sant, s'il j a lieu, la droite de l'inGni), il existe un nombre pair 
de points de type parabolique. 

2® Si ce nombre est zéro, la branche appartient tout entière à 
un même type, et elle contient un uomhre pair de points sextac- 
tiques (au moins a). Toutefois, si le type est hyperbolique, la 
moitié au plus de ces points sextactiques peut être remplacée par 
un nombre égal de points d'inflexion. 

3° Si le nombre des points paraboliques n'est pas nul, ces 
points délimitent un nombre pair de régions appartenant alter- 
nativement aux types elliptique et hyperbolique; chacune d'elles 
contient un nombre impair 27 — i de points sextactiques (un 
au moins par conséquent), dont o- au plus, dans les régions du 
type hyperbolique, peuvent être remplacés par des points d'in- 
flexion. 

4^ Toute branche complète contient au moins autant de points 
sextactiques que de points d'inflexion, et la difl*érence est un 
nombre pair; il en est de même par conséquent pour la courbe 
dans son ensemble. Les formules qui donnent les nombres de 
points des deux catégories (im{iin — g) elim(m — 2) respec- 
tivement) pour la courbe de degré m, montrent d'ailleurs que la 
difliérence, en ne considérant que les points réels, est un nombre 
pair pour l'ensemble de la courbe. 




-so- 
in. L'équation difTérentielle (3) des paraboles admet l'inté- 
grale première évidente : 

(10) y^—ky^'^^o. 

A chaque valeur de k' correspond une famille de paraboles. 
Pour la caractériser géométriquement, il suffit de reprendre le 
calcul du Paragraphe I en y supposant 8 = o; on trouve ainsi 

Mais on sait que si/> est le paramètre principal de la parabole, 
(i> l'angle des axes de coordonnées, l'apgle que fait l'axe de la 
parabole avec l'axe des a;, on a 

__ ^(/v^a — ^/6)sin*a) sinô ^ /a 

On en conclut, tous calculs faits : 

54 sin* (a> — 6) 

et l'équation (10) devient 

(11) 54^*sin»(u} — 6) -*-/> sina>y^» = o. 

Telle est l'équation différentielle des paraboles pour lesquelles 

la longueur P := -^-^j^ — HTT (expression qui se réduit à ^^ > si 

les axes sont rectangulaires) a une valeur déterminée. 

Si, en un point d'une courbe quelconque, on considère la 
parabole biosculatrice, la valeur de P afférente à cette parabole 
sera donnée par la formule 

en y mettant pour y et y les valeurs des coefficients diffé- 
rentiels au point considéré, tirées de l'équation de la courbe. En 
marchant le long d^une branche réelle on trouvera ainsi des va- 
leurs variables de P pouvant changer de signe en passant soit par 
zéro (points d'inflexion) soit par l'infini (points où la parabole 
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biosculatrice a son axe parallèle à Taxe des y^ et que Ton pour- 
rait appeler sommets paraboliques); et aussi pouvant passer par 
des maxima et des minima, ou la condition (3) étant satisfaite, le 
point sera un de ces points de type parabolique définis ci-dessus 
au Paragraphe' II, où la conique trio scu la tri ce est une parabole. 
Gomme le nombre des changements de signe de P est néces- 
sairement pair pour une branche complète de la courbe (abstrac- 
tion faite de Fexistence de points exceptionnels), et qu^entre 
deux sommets paraboliques il existe au moins soit un point d'in- 
flexion, soit un point de type parabolique, on peut affirmer que 
sur une branche complète il existe au moins autant de points 
d'inflexion el de type parabolique ensemble, que de sommets 
paraboliques, la différence étant un nombre pair; et que le 
nombre des points d'inflexion et des sommets paraboliques 
ensemble est pair. On en conclurait de nouveau, comme il a été 
établi ci-dessus, que le nombre total des points de type para- 
bolique est pair. 

IV. On peut transformer en une relation entre éléments pure- 
ment géométriques la relation que fournit entre les valeurs des 
divers coeflficients différentiels successifs correspondant à un 
même point quelconque d'une des courbes appartenant à une 
famille donnée, l'équation différentielle générale de cette famille. 
Il suffît de remarquer que le deuxième coefficient différentiel y, 
est lié d'une manière simple au rayon de courbure ; le troisième^'", 
au rayon de courbure de la développée au point correspondant, 
et ainsi de suite. 

Désignons donc par ^ l'angle que fait avec l'axe des ^ la tan- 
gente à une courbe G en l'un quelconque M de ses points; par R 
et M|, son rayon et son centre de courbure en M; par pi et M2 
le rayon et le centre de courbure de la première développée G|, 
de G au point M| ; par p2 et M3 le rayon et le centre de courbure 
de la développée Cj de G| (ou deuxième développée de G) au 
point M^; et ainsi de suite, en convenant de représenter par R, 
pi, pa, ... non pas les longueurs absolues de ces rayons de cour- 
bure, mais leurs longueurs aflectées du signe convenable pour 
que R, Pi, fa... soient les dérivées successives de l'arc 5 de la 
courbe G par rapport à cp. Il est aisé de voir que le sens positif 



?\ 
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de r accroissement de s étant choisi à volonté sur ia courbe Cv et 
celui de l'accroissement de ff étant choisi comme on le fait d'or- 
dinaire en trigonométrie, chacune des longueurs absolues des 
raj'ons de courbure devra êlre considérée comme affçclée du 
signe + on du signe — , suivant qa'un observateur parcourant la 
courbe correspondante dans le sens positif voit le centre de 
courbure à sa gauche ou à sa droite, le sens positif sur chaque 
développée étant d'ailleurs le même que sur le rayon de courbure 
de la développée précédente, qui lui est tangent. En d'autres 
termes, puisque les tangentes aux points correspondants de deux 
développées consécutives Cn et C;,^.| sont à angle droit, on peut 
dire que le sens positif sur C„^^ traverse de la droite vers la 
gauche le sens positif sur Cn] d'où il résulte encore que sur C,t 
et C/i^.2, qui ont leurs tangentes parallèles en leurs points corres- 
pondants, les sens positifs sont opposés l'un à l'autre. 

La signification géométrique des quantités R, p,, 02... étant 
ainsi bien définie, il suffit de remplacer dans l'équation diffé- 
rentielle donnée d'ordre p, représentant une famille de courbes 
admettant p paramètres arbitraires, les coefficients différentiels 
y^y^j • • • P^^ leurs expressions en R, pi, ... qui sont les sui- 
vantes, pour les 4 premiers d'entre eux : 

('^) ^ y^' = w"*R-»[3R«(i-+-5y«)--R(p,H-iop,y)-+-3p{J, 

y =«'»R-'fi5RV(3H-77'-)-R*(p8-Hi5p,y) 
-h(i9-+- io5y*pi)-^ 55Rp}y-.i5p]]. 



(Dans ces formules w = i 4- J^^). 

Le résultat de la substitution sera une équation entrée, R, 
Pi, ..., P/,_2- 11 peut arriver que j' disparaisse de lui-même; 
sinon, on formera la dérivée par rapport à ©, en utilisant les 
formules 

t,f^ dx A dy J- dy' dw 

(.4) 3^ = R.v-., ^ = R^^-., ^ = „,, 5^ = .y.v, 

et en éliminant ^', on aura une équation entre les seules lon- 
gueurs R, Pi, ..., ?7?-i. On pourra aussi éliminer x q\. y par le 



méme procédé, s'ils entraient dans Téquation dont on est parti; 
et l'on obtiendra, dans tous les cas, une relation entre R, pi, • • *, 
indépendante de la position et de l'orientation de la courbe dans 
le plan. 

Appliquons ce procédé à l'équation différentielle (3) des para- 
boles. En y substituant pour^,y, j^' leurs expressions tirées 
de (i3), elle devient : 

(i5) R-«w*(9R*— 3Rp,-f.4pî) = o, 

et se décompose ainsi en 3 équations, savoir : 

I 

qui représente toutes les droites réelles du plan; 

qui représente toutes les droites isotropes; et enfin 
(i6) 9R«—3Rp,-f-4pî = o, 

qui est l'équation cherchée, représentant toutes les paraboles. 

Les équations telles que (i6) peuvent être considérées soit 
comme des équations intrinsèques généralisées, soit comme des 
équations différentielles où la variable est f , la fonction R et ses 
dérivées successives pi, p2, • . ., ou, si on le préfère, la fonction 
est l'arc s de la courbe, et ses dérivées successives sont R, pi , .... 
Elles se prêtent de la manière la plus simple au calcul des équa- 
tions du même genre pour les courbes parallèles, les développées 
et les développantes de tous les ordres. Ainsi pour les courbes 
parallèles, tracées à une dislance donnée /, il suffit de remplacer 
dans l'équation R par Rdb /. Pour les développantes d'ordre /?, 
il suffit d*augmenter de /> tous les indices des lettres p (R étant 
regardé comme équivalent à Oq), Pour la ^»^™« développée, il 
suffit de différentier p fois l'équation par rapport à '^, d'éli- 
miner R, Pi, ..., pyy.i entre les />+i équations ainsi obtenues, 
et de diminuer de p tous les indices des lettres p. 

En opérant ainsi sur l'équation (i6), on trouve pour les 
courbes qui sont des premières développées de paraboles, l'équa- 
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tion générale 



(17) 



144 R»— 48R«p,-+- R(4pî + 55pî)- 5pî p,= o. 



Pour obtenir Féquation différentiel te ordinaire de ces courbes, 
il suffirait de remplacer dans (17) R, pi, p^ par leurs expressions 
en fonction de j/'',^/^,^",^'*, savoir 



('8) j p,= R(3y-«'r'-«y^), 



iP^y-^i^y'^'^yy^)], 



X'équation (16) fournit une construction simple du rayon de 




courbure de la deuxième développée d'une parabole, connaissant 
les rayons de courbure MM| de la parabole et M|Ma de sa pre- 
mière développée : il suffit de prendre M|N=:|M|M2, de 
joindre MN, d'élever NP perpendiculaire à MN jusqu'à sa ren- 
contre avec MM| prolongée ; MP est le tiers du rayon demandé. 
Pour obtenir l'équation générale des coniques, analogue à (16), 
on pourrait de même remplacer dans i^) y^y^\y,y par leurs 
expressipns (i3). Mais le calcul est beaucoup plus simple en 

partant de l'intégrale de (i) prise sous la forme (7) (avec (o = — j. 

On arrive immédiatement, en tenant compte de (i5), à l'équation 



('9) 



729ir«R*o=S«(9R«— 3Rp,-f-4p?)», 



qui donne déjà une relation entre l'aire S d'une conique, et les 
rayons de courbure de cette conique et de ses deux premières 
développées en 3 points correspondants quelconques. Cette 
relation peut se mettre sous une forme plus remarquable, en 
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désignant par C, Cf , C2, les aires des 3 cercles de courbure en 
un point quelconque M de la conique, et aux points correspon- 
dants M{ et M2 de ses deux premières développées; elle devient 
alors en etl'et 

formule qui donne Taire S de la conique en fonction des aires de 
ces 3 cercles de courbure. 

Pour passer à Téquation générale des coniques, il suffit d'éli- 
miner r entre l'équation (10) et sa dérivée, savoir 

72907c«R«p, = 3S«(9R'^-4p?— 3Rp,)*(i8Rpi-3Rp3-h5p,p,), 
ce qui donne 

(21) 9R«(p,-f-4p,) — 45Rp,p,4-4opf = 0. 

C'est l'équation demandée ; elle fournit l'expression du ra^on 
de courbure Os de la troisième développée d'une conique, quand 
on se donne ceux de la conique et de ses deux premières déve- 
loppées en des points correspondants. Elle présente, d'ailleurs, 
une analogie frappante avec Téquation (1) : les coefficients numé- 
riques sont les mêmes, et l'on passe de (i) à (ai) en remplaçant 
y^y^y^y^ respectivement par R,,p,,p2, pj-f- 4p,. 

Je me propose d'étudier spécialement, dans un travail ultérieur, 
les propriétés de ces équations différentielles intrinsèques, telles 
que (16), (17), ( 21), etde former celles qui représentent diverses 
familles de courbes. Pour le moment, je me bornerai à signaler 
la curieuse propriété que voici : 

Appelons /^o/e/^ d'un terme, dans une expression telle que le 
premier membre de (21), la somme des produits de Tindice de 
chaque lettre p par son exposant. Pour que l'équation finie des 
courbes d'une même famille puisse s'obtenir en égalant à zéro 
une fonction de x et àe y symétrique par rapport à ces deux 
lettres, abstraction faite des valeurs données à certaines con- 
stantes, il faut et il suffit que l'équation correspondante en 
R, p{, . . . , pp, où ces constantes ont toutes disparu, ne com- 
prenne, que des termes dont les poids soient tous de même 
parité. 
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SUR UNE PROPOSITION DE MATHIEU; 
Par M. DE Séguier. 

Mathieu a énoncé ce principe que dans un groupe Q transitif 
de degré q=: 2p + i {p et q étant premiers) d'ordre < \{ql) 
et > q{q — i), ies diviseurs d'ordre p sont permutables à des 
substitutions de degré i{p — = 7 — 3 (7. M., 1878, p. 26). 

La démonstration que j'en ai donnée récemment (7. M., 1902, 
p. 281) (') peut être remplacée par la suivante, qui est beaucoup 
plus simple. 

On verra toujours de la même manière que C^ n*a pas de diviseur 
d'ordre p^ et que ses substitutions d'ordre p ont deux cycles. 
Soient N l'ordre du diviseur G de (/ qui fixe un symbole et dp 
l'ordre du groupe des substitutions permutables à un diviseur 
d'ordre p. On peut supposer que G n'a pas de substitutions paires, 
sans quoi on considérerait le plus petit multiple commun des sub- 
stitutions paires. Alors le groupe des éléments de (j permutables 
à un de ses diviseurs d'ordre q est d'ordre pq et Ç contient 

P9 
substitutions d'ordre q. 

Si rf=i, G contient N ^~" substitutions d'ordre/? et Ç con- 

lient 2N-hN5r^ substitutions (^i) d'ordre /> ou q, 

^ N . . . 

Il reste donc dans Ç, et de même dans G, — substitutions. Mais 

cela est impossible, les conjugués de G étant premiers entre eux. 
On obtient une autre démonstration simple en s'appujant sur 
ce théorème de M. Frobenius que les- diverses substitutions de (^ 
fixent en tout grN symboles. 

(') Les inégalités hors texte de la page 381 doivent élre remplacées par 



'^ *-^ dp ^ P 



I 



et ne donnent d=i que pour p> 2. Mais le cas /? = a est obvie. On remarquer» 
que, pour un groupe quelconque G d^ordre N, c,-f-e,= 2:71^^.= tN, t étant le 
nombre des systèmes d'intransitivité de G. 

XXXI. 5 
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Je profilerai de l'occasion pour réparer une omission. Dans le 
Mémoire cité j'ai développé la démonstration (*) de ce théorème 

qu'un groupe de degré p-\-i et d^ ordre ^-^ deux fois 

transitif {v\ est clair qu'il le sera deux fois, s'il l'est seulement 

une) est nécessairement le groupe des substitutions Iz^ Ç j 

où aS — Py ^ I (mod. p) sauf si p^^'] auquel cas il y a un 
autre type (C. It., avril 1901). M. Frobenius en a publié une 
nouvelle démonstration (S. A. B., avril 1902) dont je n'ai eu 
connaissance que tout récemment. 



NOTE SUR UN PROBLÈME D'INTERPOLATION ; 
Par M. C.-A. Laisaht. 

Les questions d'interpolation se présentent dans l'application 
sous des apparences très variées. La plus simple d'entre elles se 
formule habituellement ainsi : connaissant un certain nombre de 
points, rapportés à un système de coordonnées cartésiennes, 
trouver une courbe qui passe par ces points.. Parfois aussi, les 
points pouvant se grouper par couples, en tout ou en partie, on 
est amené à la recherche d'une courbe passant par des points 
donnés, et ajant des tangentes données en certains de ces points. 
Si, en particulier, les tangentes sont connues pour tous les 
points donnés, il s'agira, au point de vue analytique, de défer- 
miner une fonction qui prenne des valeurs données f»our des 
valeurs données ai, 02, . . ., an de la variable, et telle que sa 
dérivée prenne aussi, pour les mêmes valeurs de la variable, 
des valeurs données (a). 

Un problème de statistique, qui a fait l'objet d'une question 
récente dans V Intermédiaire des Mathématiciens^ conduit à 
cette forme nouvelle : On donne les aires d'une courbe comprises 
entre l'axe des y, et les ordonnées correspondant à des abscisses 
^1, ^2, . • •, A/, connues ; on donne en outre le moment de chacune 



(*) Au dernier alinéa de la page 274 il faut faire « = r; mais le raisonnement 
n'en est que simplifié. 




\ 
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de ces aires par rapport à Taxe des^, et l'on demande de déter- 
miner la courbe (^/îg'. i). 

Analjrtiquement, si Ton appelle y=f{^x) Téquation de la 
courbe cherchée, cela équivaut évidemment à demander de déter- 

Fig. I. 




miner la fonction /, connaissant, pour les valeurs ai, a%^ . . .^ a„ 
attribuées à Xj les deux intégrales 



/ /(x)dT et / xf{x^dx. 



Je me propose de montrer que cette question se ramène très 
aisément à la résolution du problème (a) ci-dessus. 
Soit en effet 



f /(x)dx = F{a:), f xf (x) dx =^ G (x), 



et considérons la fonction 



Nous avons 



jF{x)dx = S(x), 



S'{x)=:F(x) et S(x)=zxF(x)''G{x), 

comme on le reconnaît immédiatement en prenant les dérivées, 
et en constatant que, pour x = o, toutes les fonctions s'annulent. 
Des valeurs données F|, F^, ..., Fa et G|, G^, •••, Gn, qui 
correspondent à ai, a^, • . . , Ony nous pouvons donc déduire 



S| = a|F| — G|, 



S«= (^n^n — Gn,. 
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Par conséquent, pour la fonction S (x), nous connaissons ses 
valeurs S|, S^, . . ., S«, et les valeurs de sa dérivée F|, Fj, . . . ,F«, 
pour les valeurs ai, aa, • . -, an de la variable, c'est-à-dire que 
nous sommes bien ramenés au problème (a). 

Cette fonction S (x) étant déterminée par une formule d'inter- 
polation quelconque, la fonction/(j:) = S''(j:) résoudra le pro- 
blème proposé. 



SDR LES FONCTIONS ET VECTEURS DE POINT CONTENANT UNIQUEMENT 
LES DÉRIVÉES PREMIÈRES DES COMPOSANTES DE LA VITESSE ; 

Par M. Paul Appell. 



1. Soient, dans un fluide en mouvement, i/, (^, iv les projec- 
tions, à l'instant ^, du vecteur vitesse W au point (x^y^ z). Je 
me propose de compléter, sur quelques points particuliers, 
l'élude des fonctions et vecteurs de point dépendant unique- 
ment des neuf dérivées partielles 

du du du dv dv dv dw dw dw 
dx dy dz dx dy dz dx dy dz 

d'après les idées générales indiquées dans une Note des Comptes 
rendus (26 janvier 1908) et dans un Mémoire inséré au Journal 
de Mathématiques de M. Jordan (1" fascicule igo3). J'appel- 
lerai ces fonctions et ces vecteurs fonctions et vecteurs de point 
du premier ordre. 

J'ai montré que si l'on pose 



du 


dv 


dw 


dw dv 


du dw 


dv du 


„ dw dv 
^ dy dz 


du dw 


^ dv du 



toutes les fonctions de point du i^** ordre peuvent être exprimées 
à l'aide de six fonctions spéciales dont la signification cinéma- 



% 
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lique est simple, à savoir 



(i) 



6 =6, -h 81 -H es, 

5 = YÎ-Hfl -4-YÎ— 4(eîej-He3e|-f-e,6,), 

X =4«ieies-HViYîÏJ— «lïi ^s,y| — ê,yJ, 

9 =Ê,J«-4-e,7)«-4-8,!;'-hYi^iî-^ï«î$-^"ïâ?TQ, 

4; =Et$«-4-E,v-HE8Î«-4-r,r,ç-f-r,î;î-+-r35v 

Dans Fexpression de <{/, on a posé pour abréger 

* 

E, = 4e,Ê3 — Yîî £,= 46361 — Yî> ^3= 4£!ei— yL 

ri = a(YîY3 — a£,Yi), r,= 2(YsYi — 2i8,Yj), Tj = 2(yiYi— 3êjYj), 

de sorte que ^ est la forme adjointe de 'f. 

On a alors les identités élémentaires Lien connues dans la 
théorie des formes quadratiques 

E| -r- Ef -+- Ej = — ^ô', 

4eiE,-4-Y8r,-i-Yîri=^4x, 



4E,E,— rj = i6£,x, ..., 

r.rj— 2Eir, = 8Yix, ..., 

A = rî + r| -h rj - 4(E,E8-i-EjE,-f- E,E,) = — iGOx. 

2. Calculons d^abord, en fonction des invariants fondamen- 
taux (1), la fonciion de point 



■<• = ith (Xhm- 



On peut, pour Tobtenir, faire le calcul directement, ou remar- 
quer que le résultat se xléduit du calcul de la fonction analogue 



"-(?)'- (S)'-'-'' 



m 



fait dans le Mémoire du Journal de Mathématiques^ en y rem- 
plaçant eî,ej,e8,Yi, Ya, Y3 par E|, Ej, E3, Fi, T^, Fa. On trouve 
ainsi. . •• 

K| = — 40;!'— i6û*ex4-i6x<p. . 
XXXI. 5. 
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3. La fonction 






<^i 5f "^ ^" 5^ "^ 5ç 5î 



est également une fonction de point;dont l'expression est , 

4. Les fonctions calculées jiisqii^ici sont paires en ç, ir|, 2^ : elles 
s'expriment ratioDaellea^enten û^, ^^4* ^^ nous ootoaidérons le 
jacobien des trois formes û^, ^ , <]/ 



l 


•n- 


î 






à^ 

K 


«^5 


an- 





il forme une fonction de point impaire en Ç, t), 2^. Dès lors, son 
carré est rationnel ; on vérifie, en effèl^ par la règle de multipli- 
cation des déterminants, que Ton a 



Px= 



QS 


19 


2^ 


3^. 


K. 


4û<x 


2^ 


4U<x 


K, 



remplaçant K et K| par leurs valeurs conitues, oneJ^^eus fomse- 
d'un poljrnomeentier par rapport aux fonctions fondamentales (i). 
La fonction I se décompose en un produit de trois facteurs 
linéaires en Ç, r^, ^. 

La signification géométrique de I est facile à trouver. La fonc- 
tion I s'annule quand lé tourbillon au ppint P est dans un des 
plans principaux de l'ellipsoïde des dilatations en ce point, c'est- 
à-dire dans un des plans principaux du cône 



6|a?*-h ej^*-r- 63>«*-4- *[iyz -^-Ti-sar-f- ^jr^ = o. 

5- Vecteurs de point du premier ordre. — Si nous appelons 
de même 'vecteur de point du premier ordre tout vecteur indé^ 
pendant du choix de» axes doni'les eipi^essions sont formées uni- 



. ♦ 



k 
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quement à l'aide des dérivées 

du du du dv dp dp dw dw dw 
dx dy dz dx^ dy dz dx dy dz 

il est facile de montrer que tous ces vecteurs peuvent être exprimés 
à Paîde de trois vecteurs fondamentaux et des fonctions de 
point (i). 

Oh peut prendre, pour vetteurs fondamentaux, les trois* 
suivants : 

i^ Le tlrarbillonûdeprojeèlionr 

(Q) 5; 1Q, f; 

a^ Le vecteur ^ de projections 

d<p d<p d^ ^ 



"T..- » 



3" Le vecteur T de projections 

<"' %' t- %■ 

Soit alors un vecteur de point quelconque du premier ordre 
ajant pour projjec tiens 

les trois fonctions 

>5 -+- [IT) H- VÇ = A, 

(2) \ ^K ^ ^^ 

.d^ d^ d^ r 

étant les produits géométriques du vecteur (X, {Jl,v) par les trois 
vecteurs Û, ^, ^ ont des significations indépendantes du choix 
des axes; ce sont donC' des fonctions de point du premier 
ordre. Les quantités A, B, C s'expriment donc en fonction des 
six fonctions fondamentales ( 1 ).' 

En résolvant alors les équations (a) par rapport à X, {jl, v, on 
obtiendra les projections du* vecteur* considéré en fonction des 



projections des trois vecteurs fondamentaux et des six fonctions 
fondamentales. 

6. Dérivées totales par i^appàrt au temps de fonctions et 
vecteurs de point du premier ordre. — Nous avons montré anté- 
rieurement \loc, ciV.) que les dérivées totales par rapport à / <Je 
fonctions et de vecteurs de point du premier ordre s'expriment 
par des fonctions ou vecteurs de point dépendant de la vitesse et 
de Facc^ération^ accompagnés de fonctions et vecteurs du 
premier ordre. 

Je compléterai les formules 'données à cet égard : dans . le 

Journal de mathématiques en donnant l'expression de ^^• 

Si nous appelons w', v'^ w' les projections du vecteur accélé- 
ration J de la particule fluide placée en P{;r,^, 3), ces quantités 
sont des fonctions de /, x^y^ z. 

Nous poserons, pour simplifier, 



du' 




^» = .. ' 


da>' df>' 
^' = «tr ^ 0^' 


' ' ôz OJU 


àv' du' 
^3 dx'^ ôjr' 




• " ] .du dw' 


,, dv' du' 
ÔX ôy 



Nous aurons alors, d'après les expressions de 



^ dTE, dVx 

dt' •••' -dû' •"' Ti' '" 



données dans les Comptes rendus du 26 janvier 1908 et dans le 
Journal de Mathématiques, les formules suivantes : 



d^ 1. ^^ ^ ^ tï ^ 
di 7" 55 dt' "^ dr^ dt "^ dÇ, ~dt ' 

' ' ' ' M V/E'i rfEi dEn 

^ dt ^^ dt ^^ dt 

'dTi ^. dr^ . €/r, 
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La première parlie 

â^ dt'^ dii'di'^â^ di 

est égale à 

la seconde parlie^ composée des six derniers termes, est égale à 

— 64» -4- xû«— 4 çû*-+- 46a*. 
On a donc enfin 

-f-2[(4e,e;-f.4s8ei — 2YiYi){'-+-2(Yiï'j-+-Y»Yî— ^e/i — 2YtÊi)r,Ç] 
— 364/ -+- 3 xû« — 4<pû«4- 4ÔÛ*. 

Dans cette formule, la première et la deuxième ligne du second 
membre forment chacune un invariant simultané des deux vec- 
teurs vitesse et accélération. 

Je me bornerai à cette formule, en laissant décote le calcul des 
dérivées géométriques des vecteurs fondamentaux ^ et W 



d_/à^\ ^/^\ £(^J\ 

dt\ài)' dt\dr^)' dt\dl)' 

±(àY\ ±(^\ £(^A\ 

dt\d^)' dt\dr^)' dt\dX,) 



qui se fait aisément à l'aide des formules précédentes. 



n 
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COMPTES RENDUS DES SÉANCES. 



SÉANCE DU 7 JANVIER 1903. 

PRBSIDBNCB DB M. RAFPT. 

La Société, réunie en Assemblée générale, procède au renou- 
vellement du Bureau et à l'élection du Conseil. 

Communications : 

M. Hadamard : Sur une question de calcul des variations, 

M. Hadamard : Sur une question relative à la division du 
cercle. 

M. Servant : Sur les lignes de déformation nulle dans la 
théorie de V Elasticité, 

M. Hadamard : Observations sur la Communication précé- 
dente. 



SÉANCE DU 21 JANVIER 1903. 

PRBSIDBNCB DE M. PAINLBVB. 

Communications : 

M. Buhl : Sur la détermination des surfaces dont les lignes 
asympiotiques ont une 'projection orthogonale donnée sur un 
plan, 

M. Raflfy : Sur la transformation de Petersen et le problème 
des réseaux conjugués persistants, 

M. Servant : Sur un théorème relatif aux surfaces W. 

M. Borel : Sur la théorie du contact, 

M. Perrin : Sur V équation différentielle des coniques. 
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MM. Kœnîgs, Borel, Servant, Brîcard, Paînlevé : Observations 
sur la Communication précédente. 

M. Kœnigs : Sur la construction du centre de courbure de 
V enveloppe d'une courbe entraînée dans le mouvement d'une 
figure plane. 

SÉANCE DU i FÉVRIER 1903. 

PRESIDENCE DE M. B0REL. 

Communications : 

M. Raffy : Sur la détermination d'une sur/ace d'après ses 
deux formes quadratiques fondamentales. 

M. Buhi : Sur les méthodes de Cauchy et Riemann pour 
l'intégration des équations linéaires aux dérivées partielles, 

M. Borel : Sur la définition de la hauteur des nombres d'un 
ensemble dénombrable. 



SÉANCE DU 18 FÉVRIER 1903. 

PRÉSIDENCE DE M. RAFFY. 

Communications : 

M. Hadamard : Sur les glissements dans les fluides. 

M. Touche : Observations sur la Communication précé- 
dente. 

M. Perrin : Sur quelques conséquences géométriques de 
l'équation différentielle des coniques. ' 

MM. Laisant, Bricard, Hadamard : Observations sur la Com- 
munication précédente. 
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• SÉANCE DU 4 MARS 1903. 

PRB8IDBNGB DB M. TOUCHE. 

Communications : 

M. Lalsant : Sur un problème d'interpolation. 

M. Bricard : Sur quelques développements en fractions con^ 
tinues numériques obtenus par M. Deltour, 

M. Servant : Sur un problème relatif à la déformation des 
surfaces. 

M. Raffy : Observations sur la Communication précédente. 

M. Hadamard : Rectification à sa Communication du lifé-- 
vrier. 

SËANCE DU 18 MARS 1903. 

PRKSIDENCE DE M. TOUCHE. 

Communications : 

M. André : Sur les couples actifs de permutations. 

M. Fouret : Observations sur la Communication précédente. 

M. Hadamard : Sur un résultat de M. Estanave. 

M. Hadamard : Résolution du problème mixte posé dans 
r Article : Sur Tinlégrale résiduelle ('). Application à l'équa- 
tion des télégraphistes. 

( ' ) Ce Bulletin, 1900, p. 69. 
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EXTRAIT DES STATUTS ET DU REGLEMENT. 



La Sociélê iiialheiualique do l'iancc u (iuur olijct raxaiiccnicrit ol la propa- 
cation des éludes de Maihemuti'pio piiiv^ et applii|iiôch. Mlle y oricoiirl par 
ses travaux el ^es puldil'aliou^. Kllr a .^dii >io^(> a Paris. 

La S«»cieiè >e coiii[i'»s^* di» s««w:iôiairos pirpi»'iU».'ls. de mcinhres ri'hidf'iil> el 
de iiieiul>rrs non résidents, ou noiulirodliiime. 

Suni cuuMilfrés cnninte i esidcrai- l<*s uuMnbres qui onl a Paris lour doini- 
cilo ou Itrurs uecupaliuns proiessionnelles. 

Les Elrangers [nMiveul taire partie ue la Sucièle. 

Leseoudiiiousa remplir, pour êtreuiendire delaNiciéte, sont les suivantes : 
1* a\oir êlé présente parueux de se* uiend»re> el aiçreêpar le Conseil daumi- 
iiistratiun ou parle Bureau ii.:ts>ant l'U wMd un mandai du («on.'-eil; i" avutr 
ohicnu. a l'une des séanees .]ui uni suivi la piesonlalion, le«: suttraîres de la 
majorité des membres présents; V civutr ver>e un droii u*HdMU>Mon de du: 
francs; i' payer une «'olisation annuelle dont le montant e-^t de vn}it jrancs 
pourle.«« membres résidents, et de ^fui/tze fra/us pour les membre*» non résidents. 

La rottsaliun annuelle peut liMijoiirs être raelielée pur une «omme de mus 
cents francs, versée dans les «.ondilionî» ij-xées [..ir le rè-'lcmenl administratif 
de la Soeiélé. 

Ce versement confère le litre de sociétaire perpétuel , 
I^ Cotisa ti(ui annuelle e?l [>a\ée au con.nit.'U'-eiuMiL de ijti;i/]uf' exercice dont 
rorii:ine est fixée au i"' novend^rt? Je f::.<i.;ue annet.*. 

Les nouveaux nu^mbres dnixi-ni payei la !<il<fii:é ûa ia < o:i-:itti'.n de l'exer- 
eicc en cours, quelle que .-oii i'Lpv-ij'i'.* d<: leur adrni.?«>io:i. 

La société tient de> sé.sîi-^';.* .lîdiî :i:'> d-j'u l'us \*'M nio:*; elle prend 
Irois nitii'» de vacance», en aoi'it. sefiîendrrfî el octobre. 

Pour assister aux .«éarice?, b^s ps.f'joni.Hs .•:ran.L'«.re5 a la Soeiélé doivent 
être pré*ientêes par i'uu lie «îe."* niend'p*. 

La >ociété puldiepar iivraiMiri^ liii Hf'ijM.iinniH'! «luiiï pMirlii-e . tlnUctiu 
de la Société mathftnatxqttc d*' Fnti* c*:. t : qui «^o ti li e n t . «i v e«: un f \ t r .1 1 ' « Jes 
procés-vcrbaux des .«îénnce?. de» >=.•••- e* M«:if:'.' n.» *m' b* Maibéma^îq'je* 
pure^ <»u appiiquee'i. avant iiuur au>':r> *;'••» in":iibrfS 'l«.* î.j S'>ei'''t«'. *•'. psé- 
>en:ant quei pie ù«'ii:iïiaiiîv a» fi'irii •!!.* •.•:•: «.•; i.i :: ••.;.'i :•. ' » ''. - i-'-'^ii :•*. 

Les livrai>onî? «iu l)uîl'i:n s u.i .• ,i--- . .• •. '•.• .- '■•- m-fj:. • • ;•• •-.« ^•.'•\*'-\f. 
nu fur et à me^un: î : ii-'ir î» Ji! •;•'. .•:.. 'I i ,'".•: - •." -,' -^'-t , ^ •, 1 1,, ..,r.ri: J;*- 
s«» mel en ret.ird d'in? ■•• ;•••.••;:;-' ' :••?:•• - • ••?,. I ■ :• •.. •;,, ^'v.V. .••/• .-^i 
suspendu pour lui. 'u- :«: 1 «••• .;■- :i ■.• : •»}.!'''. :r''' r«.* 
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MÉMOIUES ET COMMUNICAÏIOiNS. 



DÉTERMINATION EXPLICITE DES SURFACES 
QQI PRÉSENTENT DN RÉSEAU DOUBLEMENT CYLINDRE; 

1^1 r î\r. !.. Hm'Fy. 

Pour poser le problème i\ur je vais résoudre ici, je cilerai le 
début d^me jNole que j'ai publiée il y a quatre ans (^) : 

« Si une surface présente un réseau conjugué (w, c) tel que les 
plans osculaleurs, menés aux courbes i' = consl. en tous les 
points de cbaque ligne ii = consl., soi<Mit paraUéles à une direc- 
tion fixe (U|, U2, U3), je dirai (|ue la famille // = const. esl 
cylindrée. (On sait que toute famille de lignes de courbure 
planes est cylindrée.) Si la même pro|)riélé appartient aux deux 
familles du réseau, on dira (jue la surface est doublement cylin- 
drée : telles sont, par exemple, les surfaces de translation et 
d^autres dépendant d\in plus grand nombre de fonctions arbi- 
traires. Je reviendrai sans doute sur la tliéorie générale de ces 
surfaces, qui me paraît mériter d'être développée. » 

Quelques semaines après l'apparition de cette Note, M. Gui- 
chard (*•*), qui avait retrouvé, sous le nom de loi de parallélisme 
des réseaux, une remarquable transformation, due au géométn» 
russe K. Peterson ('), donnait Tintéressanle indication que voici : 

<c Parmi les réseaux parallèles à un réseau doublement cylindre, 
ii y en a un dont les deux tangentes rencontrent chacune une 
courbe fixe, (lletle propriété permet de construire tous ces ré- 
seaux. On peut dirig<;r les calculs de fac^ou à n'introduire que des 
quadratures dans les résultais. » 



(') Sur/aces doublement rylindrècs et sur/arcs isotherrnifjucs i Comptes 
rendus de V Académie des Sciences, i. (IWXIII, i^oi), p. 3S.\). 

(*) Sur quelques applications de la loi de parallélisme des réseau jc et des 
conffruences {Ibid., p. 7?3). 

(*) liecueil mathématique de Moscou^ iS'iii. — Voir jiiissi wxw Noir «Ir 
M. Slackcl Sur la déformation des sur/aces ( Comptes rendus de l" Académie 
tics Sciences, l. CWIII, i><|)''», p. '»77) t^"! «m Mt*in«»iir ilii iiirnic aiiloiir iii'^rir 
dans les Afathematischc Anntilen \\. \L1\ ). 

XXXI. <i 
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Ces lignes m^avaient décidé à ne pas revenir sur le problème 
général des surfaces doublement cylindrées. Mais mon altention 
ayant été rappelée récemment sur la transformation de Peterson, 
je reconnus que le théorème de M. Guichard ne fournit pas les 
réseaux doublement cylindres dont une famille est composée de 
courbes de contact de cylindres circonscrits {réseaux singuliers). 
Cela tient à ce que les réseaux singuliers se correspondent à 
eux-mêmes, comme il sera prouvé plus loin (n® 16), dans la 
transformation considérée. J^ai ainsi été conduit à reprendre le 
problème par la méthode indiquée dans ma Note, et j*ai obtenu 
la détermination entièrement explicite des surfaces qui pré- 
sentent un réseau doublement cylindre, par des formules où ne 
figure aucun signe de quadrature. 

J'ai comparé mes résultats relatifs aux réseaux non singuliers 
avec ceux que fournit la méthode de M. Guichard; cette méthode 
conduit effectivement à des quadratures portant sur des fonctions 
arbitraires; mais, si Ton fait disparaître les signes de quadrature, 
on retrouve exactement les formules obtenues au paragraphe 111 
du présent travail. 

En vue d^applications éventuelles, je détermine, dans un der- 
nier paragraphe, toutes les surfaces qui présentent un réseau 
doublement cylindre à invariants égaux. 

1. — Familles cylindrées et réseaux doublement cylindres. 

1. On sait que, quand les courbes « =: consl. et i' = consl. 
forment un réseau conjugué sur une surface (S), les coordonnées 
ponctuelles x, y y z de cette surface satisfont à une équation de 
Laplacc 

(E) ^.H?^B.?. 

Ou ôv du ôv 

Cela posé, nous énoncerons quelques lemnics qui caractérisent 
comme familles cylindrées certaines familles de courbes, com- 
muncs à toutes les surfaces. 

Lemme 1. — Le réseau (m, v) étant conjugué, pour que les 
lignes /i = consl. soient des courbes de contact de cylindres 



\ 
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circonscrits, il faut et il suffit que Von ait identiquement 

(I) Bi = o. 

Lemme 11. — Le réseau (u, v) étant conjugué, si les 
lignes u = const. sont des courbes de contact de cylindres cir- 
conscrits, les plans osculateurs menés aux courbes v = const. 
en tous les points de chaque ligne u = const. sont parallèles à 
un plan fixe, et réciproquement, 

Lemme 111. — Le réseau (m, v) étant conjugué, pour que 
les lignes m = const. soient des courbes de contact de cônes 
circonscrits, il faut et il suffit que Von ait identiquement 

Lemme iV. — Le réseau (u, r) étant conjugué, si les 
lignes u = const. sont des courbes de contact de cônes cir- 
conscrits, les plans osculateurs menés aux courbes v = const. 
en tous les points de chaque ligne u = const. passent par une 
droite fixe, qui est la tangente au lieu du sommet des cônes, 
et réciproquement. 

Il suit évidemment de ces lemnics c\i\Q toute famille de courbes 
d^ ombre, faisant partie d* un réseau conjugué , est une famille 
cylindrée. 

2. Voici maintenant, d'après ma Note précitée, le caractère 
analytique général d'une famille cylindrée. 

Lemme V. — Le réseau (w, i^) étant conjugué, pour que les 
lignes u = const., supposées n^étre pas des courbes de contact 
de cylindres circonscrits, forment une famille cylindrée, il 
faut et il suffit que Von ait identiquement 

En effet, nous avons à exprimer que le plan osculateur à la 
courbe de paramètre v,, mené au point {x^y, z) où celte courbe 
rencontre une ligne de la famille u= const., est parallèle, quel 



I 
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que soit ç, à une droite dont les coefficients directeurs a{u)y 
b{u), c(u) ne dépendent que de w. Or Téquation de ce plan oscu- 
lateur est 

X — X Y — jr Z — z 















= O. 



On a donc la condition de parallélisme 



a{u) b{u) c(u) 



X 



a 



M' 



^ ,,\ 



yu 






= o. 



En conséquence, il faut et il suffit quMI existe deux fonctions p 
et |ji telles qu'on ait 



x:(P®'** -+- f^^"0 = o (0 = ^,r» -5), 



dp 



ce qui peut s'écrire 



du\dudv ) Ov du^ ^ du 



e ()p ()0 



<^c dp da 



= o. 



Si l'on remplace 8^^ par sa valeur tirée de l'équation fonda- 
mentale (E) et qu'on ordonne suivant les dérivées de 8, il vient 

/ ^ djjL\d«0 / _^ ^B 1. ^?\^^ 



-f-(pB, 



(xBî 



d>B|\dO 
du 






Cette condition étant vérifiée par les trois coordonnées x^y^z^ 
on reconnaît aisément qu'elle doit se réduire à une identité. On 
aura donc 



(4) 
(5) 

(6) 



pB, 4- |iBî 4-11-5^ = 0. 



Or nous supposons que les lignes u = const. ne sont pas des 
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courbes de contact de cylindres circonscrits, c'est-à-dire (lemme I) 
que la fonction B4 ne se réduit pas à zéro. I] suit de là que [x ne 
peut pas être pris égal à zéro, parce que p devrait alors être nul 
aussi et que la double supposition p = [jl == o est inacceptable. 
La solution [x = o étant écartée, Téquation (4) donne 

- fbdu 
IX = e *' 

On tire de l'équation (6) 

Substituant ces expressions de p et de [x dans l'équation (5) et 
négligeant le facteur commun |jl, on trouve 

ce qui est la condition annoncée. Elle est évidemment nécessaire 
et suffisante, d'après la façon même dont elle a été obtenue (^). 
11 est à peine besoin de faire observer que cette condition (3) 
est vérifiée si l'on a, en particulier, 

(a) «».-ï=°- 

c'est-à-dire si les lignes u •=^ const. sont des courbes de contacl 
de cônes circonscrits (lemme III), ce qui s'accorde bien avec le 
lemme IV. 

3. Nous pouvons maintenant aborder la détermination des sur- 
faces admettant un réseau {a^ v) doublement cylindre. L'anal^^se 
précédente impliquant essentiellement la condition B|^o, les 
réseaux dont fait partie une famille £/ = const. de courbes de 
contact de c)'lindres circonscrits et qui sont caractérisés (lemme 1) 
par l'hypothèse Bf=o, ne rentrent pas, bien que cette famille 
soit cylindrée (lemme II), dans la classe générale des réseaux dont 



(') Elle exprime (en vertu du lemme I) que lès arêtes de rebroussement des 
dévcloppablos circonscrites à la surface (S) suivant les lignes u = const. sont, 
sur la surface (S) qu'elles engendrent, des courbes de contact de cylindres cir- 
conscrits. 
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une famille est cylindrée. Si la seconde famille v = consl. d'un 
pareil réseau (B| = o) est cylindrée, ce réseau sera doublement 
cylindre, sans pouvoir être donné par les formules générales des 
réseaux doublement cylindres que nous établirons ci-après; c'est 
donc un réseau doublement cylindre singulier, qu'il faut 
rechercher à part. 

II. — Réseaux doublement cylindres singuliers. 

4. Proposons-nous de déterminer toutes les surfaces qui pré- 
sentent un réseau doublement cylindre dont une famille e/=:cOnst. 
est formée par des courbes de contact de cylindres circonscrits. 
A la condition 

(I) B, = o 

il faut associer celle qui exprime que la famille (^ := const. est 
cylindrée. En vertu du lemme V, nous obtiendrons cette relaXÎon 
en échangeant u et i^, ainsi que B et B| dans la relation (3), ce 
qui donne 



é (■>- ^r )-»("- -; 



Mais il ne faut pas perdre de vue l'hypothèse B = o, exclue par 
le lemme V et en vertu de laquelle (lemme II) la famille i'=:const. 
est cylindrée. Il faut donc, avant tout, mentionner ce cas extrême 
B=:B, = o. 

5. Cas extrême B = Bi — o. — Cette double hypothèse, ré- 
duisant l'équation fondamentale à 6'|^^=o, ne correspond qu'aux 
surfaces dites surfaces de translation 

(I) x = u,-+-V,, ^ = u,-+-v„ ^ = U,--V,, 

qui, toutes, sont doublement cylindrées (n" 1). 

6. Cas intermédiaire, — Supposant désormais B^o, nous 
pouvons faire usage de la condition (3'), que Thypothèsc B| = o 

réduit ù 

^/(>logB 
du 



(i«.„).. 
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On conclul de là 



en désignant par V une fonction de i> seulennenl, par V et V ses 
deux premières dérivées. Le résultat précédent s'écrit 



/>v V B ,/ ^ • 



Intégrant et désignant par U une fonction de ii seulement, 
nous trouvons 

Supposons que ia fonction U se réduise à une constante : on 
peut alors prendre U := o. L'équation fondamentale (E) devient 

On a donc^ par une première intégration, 

^«=U;V, r«=U;V, <=U'3V: 
et, par une seconde intégration, 

(îî) K- = U,V-f-V,, 

tz =U,V-4-V„ 

les U| désignant trois fonctions arbitraires de u et les V/ trois nou- 
velles fonctions arbitraires de i'. Ces formules, qui ne contiennent 
en fait que cinq fondions arbitraires (au lieu de sept), repré- 
sentent toutes les surfaces qui admettent un réseau conjugué 
formé par une famille u = const. de courbes de contact de 
cylindres circonscrits et par une famille v == const. de courbes 
de contact de cônes circonscrits. En effet, B, étant nul et B indé- 
pendant de //, on a bien 

nu ^*^ 

ou 

ce qui est (Icnime III) la condition nécessaire et suffisante pour 
que les lignes r =: const. soient des courbes de contact de cônes 
circonscrits. 



^ 
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7. Cas général. — Revenons à la relation (^) 

V 



B = 



U-+- V 



cl supposons maintenant la dérivée U' dîlTérenle de zéro. L'équa- 
tion fondamentale (E) s'écrit 



OL - U -1- V ' 



et donne, par une intéjjration immédiate, 

0'„=(U-4-V)cp(l/). 

11 convient de |)rendre 

rt lî' 

ce que nous sommes en droit de faire, d'après riiy[)Olliése 
acluelle U'^^ o. Nous aurons donc, pour x par exemple, 

du ^ 'du U' 

Intégrant par parties et désignant par V| une fonction arbitraire 
de Vy nous trouvons 

ar=^(U-^V)-|'u',r/M = .^(U-HV)-(U,-+-V,). 

En conséquence, les surfaces qui admettent un réseau dou- 
blement cylindre formé par une famille u ^= const. de courbes 
de contact de cylindres circonscrits et par une famille de 
lignes V = const. qui ne sont ni des courbes de contact de cy- 
lindres circonscritSy ni des courbes de contact de cônes cir- 
conscrits, sont représentées par les formules 

x= yA(U-i-V)-(U,-.-V,), 
Mil) { r^ .y«, U-h Vj-(L.-+-VO. 

;;r^i^î(U^V)-(U,-f-V,)» 
où les U soni des fonctions arbitraires de //, les V des fonctions 
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arbitraires de r. Elles dépendent effectivement de six fonctions 
arbitraires. 

8. On peut se proposer de distinguer parmi ces surfaces celles 
sur lesquelles les courbes u = const. sont des courbes de contact 
de cylindres parallèles à un plan fixe. Il est bien connu que, 
dans ce cas, les courbes i'^rconsl. sont situées dans des plans 
parallèles au plan fii^e. Les surfaces correspondantes sont donc la 
généralisation des surfaces moulures cylindriques de Monge, puis- 
qu'elles présentent un réseau conjugué dont une famille est com- 
posée de sections parallèles à un plan, et Tautre de courbes de 
contact de cylindres circonscrits parallèles à ce plan. Pour les 
trouver, supposons, par exemple, les sections planes v = const. 
parallèles au plan 5 = 0. Il suffira d'écrire que, dans les for- 
mules (III), l'expression de :; est indépendante de u. On trouve 
ainsi les formules 

:r=^i-(lJ-+-V)-(U,--V,). 
^^^ \y= ^i(U-f-V)-(U,-4-V,), 

qui ne contiennent, en fait, que cinq fonctions arbitraires et 
qu'on peut écrire plus simplement en prenant U = w, W=ç^. 
On arrive sans difficulté à un résultat tout à fait équivalent en 
considérant le cylindre variable 

et en déterminant la fonction «p de telle sorte que, sur la surface 
enveloppe de ce cylindre, les plans osculateurs aux courbes de 
contact M = const., menés aux divers points de chaque section 
plane z = const., soient parallèles à une droite. 

9. Remarque. — On connaît trois classes de surfaces, dépen- 
dant de fonctions arbitraires, sur lesquelles un réseau con- 
jugué (w, i^) reste conjugué dans une série continue de déforma- 
tions. Ces réseaux persistants sont tous des réseaux doublement 
cylindres : 



- 86 — 
1° Les surfaces de Pelerson el Biancliî, 

z=X(ar)-+-Y(^), 

sont doublement cylindrées, comme surfaces de translation; 
2® Les surfaces de Pelerson, 

a7 = U,V. v=U,V, z = \,, 

rentrent dans notre type ( 11), c'est-à-dire dans le cas intermédiaire 
des réseaux singuliers; 

3^ Les surfaces de MM. Mlodzieiowski etGoursat, 

a7=.^(U-^V)-U,, ^=^(U + V)-U„ z=W{ç), 

rentrent dans notre type (III), c'est-à-dire dans le cas général des 
réseaux singuliers. 

in. — Réseaux DOUBLEMENT cylindres noî^ singuliers. 

10. D'après le lemme V, pour obtenir toutes les surfaces pré- 
sentant un réseau doublement cylindre non singulier^ c'est-à- 
dire dont aucune des deux familles n'est formée par des courbes 
de contact de cylindres circonscrits, il faut intégrer Téquation 
fondamentale 

dont les coefficients B el B| satisfont au système 

i(B-^)W"-^)=- 
è(''.-^)-'(''-^)-» 

11 est naturel de former les invariants h el k de réquatio'n(E). 
On trouve ainsi : 

et il est visible que le système (3), (3') est vérifia quand on sup- 
pose à la fois 
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on sait qu'alors l'intégration de l'équation (E) est immédiate. 
Supposons maintenant A^o. Je dis que Yéquation (E|) 
fournie par Vapplication de la méthode de Laplace a son 
invariant h^ égal à zéro. On a, en effet, 

auov 
ou, en développant les calculs, 



A, = BB.-.^ + ^-'^"°e» 



--jSi;'"e(B.--B^) 



du dv Ou ôv 

Or, l'équation (3') donne 

Il vienl, en conséquence, 

/, ~BB ^«^'^^^1 d^\o^\^, 

"i — ""i — 3 i : 1 — i — » 

ou Oç ou OV 

c'est le premier membre de l'équation (3'); donc A» := o. 

A raison de la symétrie des équations (3) et (3'), on verrait de 
même que si k est différent de zéro, Véquation (E_i) a son inva- 
riant k_\ égal à zéro. 

En conséquence, nous distinguerons trois cas : le cas extrême 
A = o, A" := o ; le cas intermédiaire A 7^ o, Ar == o, ce qui entraîne 
A| ^ o; le cas général^ A ^z^ o, k ^ o, ce qui entraîne A| = o, 
k_^ = o. 

\\, Cas extrême. — La double hypothèse A = A: = o revient, 
d'après le lemmelll, à supposer que les deux familles du réseau 
sont des courbes de contact de cônes circonscrits ; et, d'après le 
lemme IV, les surfaces qui présentent un pareil réseau sontrfoM- 
blement cylindrées. Des considérations géométriques simples 
montrent que leurs coordonnées ont des expressions de la forme 

(»^> ^--uTv"' y^iTTY' ^=irr\r' 

les U ne dépendant que de m, les V que de r. 
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On peut aussi intégrer très facilement les équations 



Il suffit de poser 






A A 



= o, 



On trouve immédiatement 

V U' 

Ku = 0, X = U-f-V, B = -« y _,_ Y > ^i =— u ^ v' 

el l'équation (E) devient 

du dv 
ce qui donne bien pour x^y el z les valeurs écrites plus haut. 

12. Cas intermédiaire. — La condition A* = o exprime 
(lemme 111) que les lignes u = const. sont des courbes de con- 
tact de cônes circonscrits ; mais, h étant différent de zéro, les 
lignes V = const. ne sont pas des courbes d'ombre. 

Pour intégrer les équations (3) et (3'), remarquons que, com- 
binées par voie d^addition, elles 'donnent toujours 

OU dv 
C'est là une équation de Liouville, dont l'intégrale bien connue est 

L" V ' 

U désignant une fonction de u seulement, dont la dérivée est U', 
et V une fonction de v seulement, dont la dérivée est V. 

De cette relation, qui est valable dans tous les cas^ rapproclu)»s 
la condition k = o, qui donne 

BB.= ^. 

dv 

Il viendra 

dB, U'V 



dv (IJ-+-V)» 
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d'où résulte, par une intégration immédiate, 

Pour plus de ressemblance avec ce que nous trouverons dans le 
cas général, nous écrirons 

(9) «« - - ïTPv ^ u; = — Uo(U-^V) 

Or B est ici la dérivée logarithmique de B| par rapporl à r; nous 
aurons donc 

(lo) B = - ^ ^ ^•^ 



U-f-V Ui(U-+-V)-U'Uo 

Si Ton porte ces valeurs de B, et B dans Téquation (E), l'in- 
variant k sera nul, ainsi que l'invariant A| de l'équation (E|). 
Or on sait que l'hypothèse ^ = o réduit l'équation (E) à la forme 

l(S--'.«)-B(,^-n,.)..,. 

Nous aurons donc une intégrale particulière en posant 

d'où l'on lire, avec une nouvelle fonction arbitraire Vi dépen- 
dant seulement de i^, 

Tb, du Vf Uo 

(„) e = v,.-/ =trîirv- 

D'autre part, si nous eiTectuons la transformation de Laplace 

nous serons conduits à l'équation (E|), qui, ayant son invariant A| 
égal à zéro, peut s'écrire 

<■') è(s-«.^)-«.fô-«.^)=- 
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et Ton sait que est lié à 0| par la relâlioo 

(i4) ^'^^'jt"^'^'' 

Nous aurons donc une intégrale particulière pour 0|, et consé- 
quemment pour 9, en posant * 

ce qui donne d'abord 0| = BU|, puis 

(i5) =^u;-u„ 

U| désignant une fonction arbitraire de ii seulement et U', la 
dérivée de Ui. 

D'après la théorie des équations de Laplace, nous obtiendrons 
l'intégrale générale de Téquation (E) en ajoutant les deux solu- 
tions ( I I ) et ( 1 5 ), ce qui donne 

0=:%;-U|+ ^'^' 



Il n'y a plus qu'à calculer le coefficient de U, , dont l'expression 

générale est 

• B ^ i 

Ou 

Or, si l'on substitue dans ce rapport les expressions (g) et (lo) 
des coefficients B| et B, on trouve aisément 

(,o) ^ = 



{^/(^ 



V) 



et l'on est assuré que le rapport UJ, : U' ne se réduit pas à une 
constante, sans quoi h serait nul, contrairement à notre hypothèse 
actuelle. 

Pour passer de Tune des coordonnées aux deux autres, on doit 
conserver les fonctions U, Uo et V et remplacer par de nouvelles 
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fonctions arbitraires les fonctions U| et V| qu'a introduites l'in- 



tégration. On trouve ainsi : 



/ U'o 



^(U+V)-Uo 

(V) <:^=-Vv "i-L'.+ inrv. 

^ II' II . '^o*» 



(^5)'" 



Telles sont les expressions générales des coordonnées des sur- 
faces qui présentent un réseau doublement cylindre dont une 
famille (u = const.) est formée par des courbes de contact de 
cônes circonscrits, les lignes v = const. n'étant point des courbes 
de contact soit de cônes, soit de cylindres circonscrits. 

13. De même que nous avons obtenu précédemment (n** 8) une 
généralisation des surfaces moulures, on peut ici généraliser la 
double propriété des surfaces de Joachimslhal en distinguant 
parmi les surfaces (V) celles pour lesquelles les cônes circonscrits 
suivant les lignes u = const. ont leurs sommets en ligne droite. 
On sait, d'après un théorème dû à M. Kœnigs, que les lignes 
p=r const. sont les sections faites dans la surface par les plans qui 
contiennent cette droite. Prenons celte droite pour axe des z, et 
exprimons que les tangentes aux courbes v=^ const., menées aux 
divers points de chaque ligne u = const., vont passer par un point 
(o, o, U») de O^ ; nous trouvons 



X y ^ — U* 

On reconnaît immédiatement que la valeur commune de ces 
rapports est égale à Bi. On a donc 



— rr- - — î#=^ = ». = :Tr ><'g 



U„ 



Ou du ' Ou "Xi -h \ 
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d'où l'on déduit 

Rapprochant de ces cqualions la dernière des formules (V), 
on a les coordonnées de loules les surfaces qui présenlenl un 
réseau azimutal doublement cylindre. 

Il serait d'ailleurs facile de résoudre le problème directement, 
à l'aide des formules 

qui représentent une surface quelconque, rapportée à ses sections 
azîmutales v = const. et aux courbes de contact w= const. des 
cônes circonscrits qui ont leurs sommets sur Taxe Oz, La famille 
u = const. est cylindrée, puisque les plans des courbes v = const. 
passent par Taxe Oz. En exprimant que la famille plane est éga- 
lement cylindrée, on obtient une équation aux dérivées partielles 
du troisième ordre, d'où l'on peut tirer Texpression entièrement 
explicite de la fonction ^ . 

14. Cas général, — Les deux invariants h et A* sont différents 
de zéro. 11 suit de là (n** lo) que l'équation (E|) a son invariant 
hi égal à zéro et que l'invariant k^^ de l'équation (E_|) est nul 
également. 

Nous sommes donc en droit de reprendre toutes les déductions 
du n® 12 relatives à l'équation (E| ), de sorte que l'équation 

(E) ^«_,,^ + n.^ 

^ ^ Ou dv du Ov 

admet la solution particulière déjà trouvée dans le cas intermé- 
diaire 

(i5) o = ^u; — U,. 

Les mêmes considérations s'appliquant à l'équation (E_<); nous 
aurons aussi une autre solution particulière 

(17)' 0=:^V;-V,, 

si V| est une fonction arbitraire de ret V, sa dérivée. On sait que 
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rintégrale générale de l'équation (E) est la somme de ces deux 
solutions particulières : 

(i8) = Ju'.-U,+ ^V'.-V,. 

Tout revient donc à déterminer les expressions les plus gêné- 
raies des fonctions B et B| qui satisfont aux équations 

^ (b - ^) -■<■ (" - -D = ». 

A cet effet nous poserons 






(19) B = f^' B.= ^ 



1 cr„ 1 «Tj, 



Les deux équations proposées se réduisent à la suivante 



dudi^ '"*' <T'„cr« 2 y',, ci 



'WV •• ''M^l' 



C'est une équation de Liouville, dont l'intégrale est 

^^ ^>;, - (U4-V)*' 

ce qui s'accorde bien avec la relation générale 

U'V 

remarquée à propos du cas intermédiaire (n** 12). 

L'équation (ai) est Tune de celles qu'a intégrées M. Goursat 
{Bull. Soc» math., t. XXV, p. 44)* On a pour les dérivées de o- 
les expressions suivantes 



(22) a,= j^^_ |^_ _jj_^j , a, = -, ^_-^j_^j 



9 



Uo et Vo étant deux fonctions arbitraires, l'une de w, l'autre de i\ 

XXXI. 7 
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Dès lors les formules (19) donnent par dilTérenliation 

i B - ^ wy^- ^' v^(Uo+Vo)~v;(u-^V) 

^23 ) <^P "^^ '''*"■ U-hV U'(Uo-+-Vo) — U'o(U-f-V)' 

( ^«-5ïï'^s^'*'--ïr:rv v'(Uo+Vo)-v;(U + V)- 

Remarquons en passant que, si Ton introduit la double hypo- 
thèse 

Uo = const., Vo = const. 

dans ces formules, on retrouve les expressions de B et B| relatives 
au cas extrême (n** 11), Si l'on suppose que la seule fonction Vq 
se réduise à une constante, on retrouve les expressions (9) et (10) 
de Bf et de B relatives au cas intermédiaire (n® 12). 

Il ne nous reste plus, pour avoir effectivement les coor- 
données x, y^ z comprises dans le type (18), qu'à calculer les 
deux rapports B : A et B| : ^, au moyen des formules (28) ou, 
mieux, au moj-en des formules (19), (21) et (22). 

D'après les expressions générales (n® 10) des invariants h et A", 

nous avons 

B I B| _ I 

h" c^logB ' X- - c^IorB,* 

^'"—dur ^ — -d— 

Il vient donc, eu égard aux formules (19), 



B 


I 


h 


dJ^S B 



Mais on a, en vertu de ces mêmes formules et de l'équation (21), 

Remplaçons V^par son expression (22); nous trouverons 

v/g ^ ( U -^ V )» d_ U0-4-V 
B ~~ U'/V' ^^ U -4- V 



■^ 
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011, en cfTcctuanl la difTércntiation, 



r = ;^[ï^^^^'>-^u»^H 



De là résulte iinmcdiatemenl 



y ?!«,u--V)-(u„^v„) 

(»4) V - — 



m^" 



V) 



formule qui se réduit à la formule analogue (lo') quand on sup- 
pose Vo=const. A raison de la symétrie des calculs, nous pou- 
vons écrire immédiatement 

^(U + V)-(Uo+V,) 
(a5) ^ = -'- 



(^)'(U + V) 



Portons ces expressions (24) et (aS) dans Texprcssion géné- 
rale (i8) des coordonnées x, y, z, et désignons par U,, V|, Uj, 
Vj, U», Vj, les fonctions arbitraires qui correspondent aux trois 
coordonnées. Nous trouverons 

^(U+V)-(Uo + Vo) ^(U + V)-(U«-f-V„) 

^ = ^^—rirv ^' -^ — Tvv vi-(Ui+v,), 

^(U-+-V)-(U,H-V,) ^^(U + V)-(Uo+V,) 

VI) {y^ TTyr^^ U', + j^rrr-^, V'.-(Us-t-V,), 

(-^-)(U+V) (l4J(U+V) 

^.(U-t-V)-(Uo-f-V„) -^,?.(Uh-V)-(U, + Vo) 
'=- 7WT' ^'^ Tvv V',-(U,-+-V,). 

Telles sont les expressions générales des coordonnées des sur- 
faces qui présentent un réseau doublement cylindre, aucune 
des deux familles de ce réseau ne se composant de courbes de 
contact, soit de cylindres, soit de cônes circonscrits. Elles dé- 
pendent en fait de huit (et non dix) fonctions arbitraires. 
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IV. — Digression sur la transformation de Peterson 

ou TRANSFORMATION PAR RÉSEAUX PARALLÈLES. 

lo. A une surface (S) dontles coordonnées ponctuelles (^,J^, z) 
sont exprimées en fonctions de deux paramètres (u^ ç) on veut 
faire correspondre une surface (S)' de coordonnées a/, y, z\ de 
telle manière qu'à tout couple (^u^ v) correspondent sur les deux 
surfaces des points M et M' où les courbes coordonnées aient 
leurs tangentes respectivement parallèles. C'est en cela que con- 
siste la transformation imaginée par Peterson en 1866. Pour la 
réaliser, on pose 

La condition d'intégrabilité de cette expression différentielle 
donne 

d»e ^ dP ^__^ ^ _ 

dudv ' dv du du dv ~~ ' 

ce qui montre que le réseau {u^ v) doit être conjugué sur la sur- 
face (S) ; si donc on écrit 

(E) _q_=B^H-B.^, 

du dv du dv 

on voit, en identifiant cette équation avec la précédente, que P 
et Q doivent satisfaire aux deux conditions 

( ^7) ^ -h B(P - Q) = o, g -^ B.(Q - P) = o. 

Comme, d'autre part, on peut alors passer de (S') à (S) par la 
transformation 

(26) rfe=^-rfie+--rf., 

le réseau («/, v) est conjugué aussi sur la surface (S'); d'où 
l'équation 

m4 ma • 



du dv du ' dv 

Si Ton remplace P et Q parleurs inverses dans les équations (2^) 



\ 
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en même temps que B et B| par B' et B'^, on trouve immédiate- 
ment 

B'=pB, B', = ^Bi. 

Il suit de là, entre autres conséquences, qu^à un réseau conju- 
gué dont une famille u = const, est formée par des courbes de 
contact de cylindres circonscrits (B| = o), la transformation con- 
sidérée fait correspondre un réseau dans lequel la famille 
a = const. est également formée par des courbes de contact de 
cylindres circonscrits (Fj=o). C'est cette propriété que nous 
avons visée dans l'introduction du présent travail. 

Le procédé qui semble le plus élégant pour traiter les équa- 
tions (27) consiste à poser 

P — Q = 2Î, P + Q = aT. 
II vient alors 

d'où la condition d'intégrabilité 



duâç 






Telle est Téquation dont dépend le problème dans le cas géné- 
ral. C'est Vadjointe de Téquation (E); elle a ses deux invariants 
nuls, quand le réseau (w, v) de la surface (S) est formé de deux 
familles de courbes d'ombre, et alors seulement, d'où l'impor- 
tance particulière de ces réseaux. 

16. Dans ce qui suit, nous supposerons que sur la surface (S) le 
réseau (m, v) est un réseau à invariants égaux, c'est-à-dire 
qu^on a identiquement 

aB dBi 



(î8) 



du dv 
Pour satisfaire à cette condition, nous poserons 

R — ** R — ^• 
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d^où rësuhe pour l'équation (E) la forme bien connue 

xe - X ' 

Téquation en 2^ deviendra 



(^Mc^t' <^i> àu au dç du0v 

ce qui peut s'écrire 






Ç - "X ' 
X 

On vérifie évidemment cette équation en prenant s proportion- 
nel à X^. D'une manière plus générale, si l'on pose 

on retrouve pour 6 l'équation que vérifient les trois coordonnées 
{x^y^ z) de la surface (S). 

Sans nous arrêter aux conséquences que l'on pourrait déduire 
de celte remarque, revenons à la solution particulière JJ = X' ; 
elle entraine t = const. ( * ). Si nous prenons t = o, il viendra 

P = Xt, Q = -XS 

ce qui montre que, si l'on connaît une surface {Xy y^ z) rap- 
portée à un réseau conjugué («/, r) à invariants égaux, pour 

lequel on ait 

X' X' 

les formules 

représenteront une surface (x'y y, z') sur laquelle le réseau 
(w, v) sera un réseau conjugué à invariants égaux, et les 
coefficients de l'équation de Laplace à laquelle satisfont les 
trois coordonnées x'^y, 5' auront respectivement pour valeurs 

B'=~B, b;=-b,. 



(') Il est aisé de voir que Ton ne peut réduire t à une constante que si le 
réseau est à invariants éj;aux. 
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La réciproque de cette proposition s'établit facilement; elle 
nous servira dans le paragraphe qui suit. 

On voit que la transformation de Peterson pour les réseaux à 
invariants égaux conduit à la transformation de Moutard (Dar- 
Boux, Théorie des surfaces, t. Il, n** Sgi). 

V. — Réseaux doublement cylindhés a invariants égaux. 

17. A raison de l'importance spéciale des réseaux conjugués à 
invariants égaux, nous allons déterminer tous ceux de ces ré- 
seaux qui sont en même temps des réseaux doublement cylindres. 
Nous avons donc à introduire dans nos résultats antérieurs la 
nouvelle condition 

caractéristique des réseaux à invariants égaux. 

Parmi les réseaux singuliers, ceux qui correspondent au cas 

extrême 

B| = o, B = o, 

et ceux qui correspondent au cas intermédiaire 

B, = o, _=o, 

sont évidemment des réseaux à invariants égaux. 
Les réseaux singuliers qui correspondent au cas général 

ne sont pas à invariants égaux, puisque ces deux hj^pothèscs sont 

contradictoires avec la condition (28). 

Parmi les réseaux non singuliers, ceux qui correspondent au 

cas extrême 

PR « ^B _ dB. 

sont évidemment des réseaux à invariants égaux. 
En conséquence, les réseaux conjugués formés par deux 



familles de courbes dtowmhre (eoorbes decoataet de cjlindres ou 
de rôaes cÎTCoascrit^) sont à invariants égaux. Les surfaces qui 
présenleni de lels réseasaL sokK définies par les formiiies (I)^ 
(U)et(lV). 

Cea\ des réseaux non singuliers qui ccMnrespottdenl an cas 
intermédiaire 

ne sont pas à invanaats égairs.^ puisque Pane de ces kjpodfeèses 
est coatradictoLre avec la conditioa (i^)- 

18w II BOUS reste doac a chercher^ parmi les réseaux non sin- 
guliers qui correspondent au cas général^ ceux qui sont à inva- 
rmnts ég;aa!i. On pourrait effectuer cette recherche en partant des 
formules générales (a3) 

g ^_ U' VM-a-v,>-.v;(L--r-Y) 






V t'(U,^V„>_t-(U -;->■> 



dans lesquelles on introduirait la condition 



ClHi 



</tt (/v 



3fais il est plus simple de reprendre les équations générales 
des réseaux non siitgutiers> savoir 

(>B <>Bt ^ lug B, 

et de les intégrer à nouveau en tenant compte de T bjrpo thèse (jS). 
A cet effet* nous poserons 

<'9> b = t;, Bt = T;, 

ce qui réduit les équations (3) et (y) aux suivantes 



' )«• 5-,*^^ = 



</« c^ '>rf Ov 
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L^égalité des deux derniers rapports entraine 

^ — îk 

les deux dénominateurs, Tun fonction de (^, l'autre fonction de {/, 
étant diiTérents de zéro; sans quoi Tun au moins des coefficients 
B et B« serait nul, et le réseau serait singulier. Cette dernière 
relation montre que 7 est une fonction de la somme U + V ; nous 

écrirons donc 

<j = a(U-t-V), 
d'où résultera 

et les équations concordantes (3o) nous donneront 



■■■=(?)■ 



Pour intégrer cette équation, qui est du second ordre par rap- 
port à la fonction inconnue t', nous poserons 



<,'=-! 



H vient ainsi 






Il suffit de multiplier par 2(o':(i) pour obtenir l'intégrale pre- 
mière 

(3i) ( — ) r =const. = m*. 



Nous avons ici deux cas à distinguer, suivant que m est nul ou 
diflférent de zéro. 

19. Première hypothèse : m = o. L'équation (3i)se réduit à 
d'où deux solutions 

a)=q=(U-*-V). 

La première donne 

co ■" ^-f-V' *~ w "^ U-hV' 
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et nous retrouvons, comme il fallait s^y attendre, les réseaux, 
formés par deux familles de courbes de contact de cônes ci/'" 
conscrits. Les surfaces correspondantes sont représentées par les 
formules (IV). 

La seconde solution donne 



CD U-+-V ' w U-h V 

Les valeurs de B et B| sont égales et de signes contraires aux 
précédentes. D'après ce qui a été vu à la fin du n° 16, les coor- 
données 0' des surfaces cherchées pourront être calculées au 
moyen des coordonnées des surfaces précédentes ((o'= — i) 
par la transformation de Peterson, particularisée de manière à 
conserver Tégalité des invariants. 



«■=/KS'"-S'")- 



On sait (n**H) qu'ici X représente U 4- V et le quotient de 
U|-i- V| parX; nous prendrons 



0=^/-^^^ 



U-+-V 
Il vient alors, après un calcul facile, 

0'=(U-+-V)(U,- V4) — a fv'Vidu-h% Ç\'\,,dv, 

Pour effectuer les intégrations, il suffît de poser 

U| et V| étant deux nouvelles fonctions arbitraires. On trouve 
alors, en effaçant les accents des coordonnées 0', 

(Vil) jj, = il±v(u;^n^_(u^^v,), 
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Telles sont les formules qui déHnissent les surfaces pour les- 
quelles on a (o'=i. On les déduit des formules (VI) en faisant 
dans ces dernières 2Vo=V*, 2Uo = — U*. 

20. Seconde hypothèse ; m ^ o. L^ équation (3i) s'écrit 

Son intégrale générale est 

(I) = — Shm(U -h V -T- c). 
m 

Nous avons mis en évidence, dans l'argument du sinus Iivper- 
bolique, une constante arbitraire c, que Ton pourrait évidem- 
ment faire rentrer -dans la somme des deux fonctions arbi- 
traires U et V. Mais, à raison de la remarque qui a été faite 
(n® 16) sur les réseaux à invariants égaux, il y a intérêt à retrou- 
ver les deux solutions où B et B{ ont des couples de valeurs 
égales et de signes contraires. On les obtient en faisant d^abord 
c = o, ce qui donne 

Shm(U-t-V) „ m\' ^ mU' 



ni • Sh/ii(U-+-V) ' Sh/n(U-+-V) 

puis c= — > ce qui donne 



_ Shm(U-+-V) _ m\' _ m\]* 

^ /n ' "~ Sh/ii(U-+- V)' '"" Shm(U-4-V)' 

On voit que les deux classes de surfaces qui se correspondent 
par la transformation 



''SHl"--» 



au lieu d'être distinctes comme elles l'étaient pour m = o, ren- 
trent dans un type unique, indépendant môme de la valeur de m\ 
ce qui nous permet de prendre ni = i avec c = o, d'où 

^"^ Sh(U-+-V)' ^'= Sh(U-hV)' 
Si nous faisons dans ces formules c"= U©, e~^=Vo, elles 



deviennent 

et nous devons intégrer avec ces valeurs de B et B| Téquation 

(E) /«=B^+B.y. 

^ ôudv du ov 

Mais nous avons vu (n® 14) qu'à cause des relations A| = k^^ = o 
l'intégrale générale de cette équation était 

"=- rf'iogB-"'-^— 5-biB; -^" 

Uf et V| désignant de nouvelles fonctions arbitraires. Si Ton 
calcule les dénominateurs de U'^ et de V,, on trouve 

dIogB __ U;(Uo-4-Vo) 
* du " Uo(Uo-Vo)' 

<^lo^Bi Vo(Uo-f-Vo) 

di^ Vo(Uo-Vo)' 

Nous avons donc, pour représenter les surfaces cherchées, les 
équations 

Ces dernières formules^ jointes aux formules (I), (II), (IV) 
et (VU), font connaître V ensemble des surfaces qui admettent 
un réseau conjugué {u^ v) doublement cylindre à invariants 
égaux. Le problème que nous nous étions proposé est donc 
entièrement résolu. 



Ik 



- 105 - 

MÉMOIRE SUR LES COUPLES ACTIFS DES PERMUTATIONS ; 

Par M. Désiré André. 

INTRODUCTION. 

1. Pour donner une idée de l'objet et des résultats du présent 
Mémoire, il est nécessaire de rappeler deux notions déjà anciennes, 
celle des séquences des permutations, celle des deux espèces de 
permutations; et de faire connaître une notion toute nouvelle, 
celle des couples actifs des permutations. 

Les permutations, d'ailleurs, dont nous nous occupons, sont 
celles des n premiers nombres : ces nombres en sont les éléments. 

2. Une permutation quelconque des n premiers nombres est 
formée évidemment de suites alternatives d'éléments croissants ou 
décroissants. Chacune de ces suites est une séquence, La permu- 
tation 

871642359 

est ainsi formée des quatre séquences 

871, 16, 642, aSSg; 

et la permutation 

78 1642359, 
des cinq séquences 

78, 81, 16, 642, 2359. 

3. Les permutations de n éléments se partagent en deux 
espèces : celles qui contiennent un nombre pair de séquences 
composent la première; celles qui en contiennent un nombre im- 
pair composent la seconde. La première des permutations ci- 
dessus (S) contient quatre séquences : elle appartient à la pre- 
mière espèce; la deuxième en contient cinq : elle appartient à la 
seconde. 

4. Lorsque, dans une permutation de n éléments, on échange 
entre eux deux éléments quelconques, tantôt cette permutation 
change d'espèce, tantôt elle n'en change pas. Si elle en change^ 
les deux éléments considérés constituent un couple actif; sinon, 



— 106 - 

un couple inactif. Dans chacune (2) des permulations précé- 
dentes, 8 et 6 forment un couple actif; 4 ^t 3, ud eouple înactif. 
C'est aux couples actifs, et à eux seulement, que sont consacrés 
les trois Chapitres composant ce Mémoire. 

5. D'abord (Chap. I), je considère les éléments d'une permu- 
tation déterminée quelconque de n éléments; je classe les couples 
de ces éléments; et je donne les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que l'un quelconque d'entre eux soit un couple actif. 
Je cherche le nombre total des couples actifs contenus dans cette 
permutation, et j'exprime ce nombre à l'aide d'une formule unique, 
très simple, où il n'entre, avec le nombre n des éléments, que trois 
paramètres distincts. J'en déduis la probabilité pour que deux élé- 
ments, pris au hasard dans la permutation considérée, forment un 
couple actif; et je fais connaître la valeur maxima et la valeur mi- 
nima que cette probabilité peut prendre dans les permutations de 
n éléments. 

6. Passant ensuite (Chap. II) de la considération d'une per- 
mutation déterminée, à celle de toutes les permutations de n élé- 
ments, je partage ces permutations en trois sortes; je nomme, 
pour des raisons presque géométriques, les permutations entrant 
dans chacune d'elles : permutations à segments séparés, permu- 
tations à segments imbriqués, permutations à segments super^ 
posés; et je montre que, dans ces trois sortes, les permutations 
sont en même nombre. Dans ces trois sortes, d'ailleurs, je ne 
prends provisoirement que les permutations où les deux premiers 
éléments, les deux derniers et les n — 4 intermédiaires se suivent 
dans l'ordre des grandeurs croissantes : ce sont \es permutations 
ordonnées; et je donne des formules indiquant les calculs à eflec- 
tuer pour obtenir les nombres çp^, '^„j ^„ des couples actifs con- 
tenus respectivement dans les permutations ordonnées des trois 
sortes. Ces formules présentent chacune une superposition de 

quatre \^; mais elles ne sont, toutes les trois, que des cas parti- 
culiers d'une formule unique; et, en cflfectuant sur cette dernière 
les calculs indiqués, j'obtiens, pour o„, y„^ ^,t en fonction de n, 
des expressions très courtes, d'une remarquable simplicité. 

7. Enfin (Chap. III), ne me bornant plus aux permutations 



i 
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ordonnées, je considère toutes les permutations de n éléments; je 
fais connaître, en fonction de n, le nombre total des couples 
actifs contenus dans Tensemble des permutations à segments 
séparés, dans l'ensemble des permutations à segments imbriqués, 
dans Tensemble des permutations à segments superposés; et j'en 
déduis, pour chacun de ces ensembles, le nombre moyen des 
couples actifs contenus dans une permutation. Faisant abstraction 
des trois sortes de permutations, je considère le sjstème complet 
des permutations de n éléments; je détermine, en fonction de /i, 
le nombre total des couples actifs qu'il contient; le nombre 
moyen de ceux que contient une permutation quelconque; et le 
rapport de ce nombre moyen au nombre n des éléments. Tous ces 
résultats me permettent alors de résoudre plusieurs questions de 
probabilités, dont voici la dernière : Quelle est la probabilité 
d'obtenir un couple actif en prenant deux éléments quel- 
conques dans une permutation quelconque de n éléments? 

8. Le présent Mémoire est fondé tout entier, comme je l'ai déjà 
dit, sur la notion des séquences, qui est due à Bicnajmé (*); sur 
celle des deux espèces de permutations que j'ai fait connaître en 
1891 (2); sur celle, enfin, des couples actifs que je viens de défi- 
nir ici même (4). Comme on devait s'y attendre, il existe cer- 
taines relations ou analogies entre la théorie des couples actifs et 
la théorie des séquences; la plus remarquable est sans doute 
celle-ci : Dans le système complet des permutations de n élé- 
ments, lorsque n croît au delà de toute limite, le nombre 
moyen des couples actifs et le double du nombre moyen des 
séquences sont deux infiniment grands équivalents, c'est- 
à-dire deux infiniment grands dont le rapport tend vers 
l'unité. 

9. Ce résultat est nouveau, comme le sont, d'ailleurs, tous 
ceux qu'on va lire. J'ai exposé les principaux d'entre eux dans 
une courte Note, présentée à l'Académie des Sciences le 2 fé- 
vrier igoS. Ce qui m'a permis de les obtenir tous, malgré la 
grande difficulté du sujet, c'est Tidée que j'ai eue de partager en 
trois sortes les permutations de n éléments. Bien que cette classi- 
ez) Académie des Sciences, séance du 6 septembre 1876. 

(') Société phitomatkique de Paris, séance du 27 juin 1891. 
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(icalion soit tout à fait conforme à la nature des choses, je n*y 
suis parvenu qu'après de longs tâtonnements et pour ainsi dire en 
dernier lieu. Mais, dans le présent Mémoire, j'ai tout ordonné de 
façon qu'elle y apparût dès le commencement et s'y présentât 
comme d'elle-même. J'espère que le Mémoire tout entier, grâce à 
ce mode d'exposition, sera rendu très lisible et très clair. 

CHAPITRE PREMIER. 

DBS COUPLES ACTIFS d'UNE PERMUTATION DÉTERMINÉE. 

I. — Échangée de deux éléments. 

10. Lorsque, dans une permutation des n premiers nombres, 
on échange entre eux deux éléments ou nombres déterminés, 
quelconques d'ailleurs, tantôt cette permutation change d'espèce, 
tantôt elle n'en change pas. Nous allons chercher, dans tous les 
cas possibles, à quels couples d'éléments échangés correspondent 
ces différents résultats. 

11. Pour répondre à cette question, nous supposerons n égal 
et supérieur à 4 ; puis nous remarquerons : 

D'abord, que, dans toute permutation, les séquences, prises dans 
l'ordre où elles se succèdent, sont alternativement ascendantes 
et descendantes, ou réciproquement; 

Ensuite, que, si la première et la dernière séquences de la per- 
mutation sont Tune ascendante et l'autre descendante, ou réci- 
proquement, cette permutation présente un nombre pair de sé- 
quences; 

Enfin, qu'elle en présente un nombre impair lorsque ces sé- 
quences extrêmes sont toutes deux ascendantes ou toutes deux 
descendantes. 

12. Il suit immédiatement de là que les cas où la permutation 
changera d'espèce seront ceux où l'une des séquences extrêmes 
changera de sens, l'autre n'en changeant pas; que les cas où la 
permutation ne changera pas d'espèce seront ceux où les séquences 
extrêmes changeront toutes les deux de sens, ou bien n'en chan- 
geront ni l'une ni l'autre. 

13. Mais le sens de la première séquence est déterminé par les 
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deux premiers élémenls de la permiUalion, et le sens de la der- 
nière séquence par les deux derniers élémenls. Ce sont donc, dans 
la question qui nous occupe, ces deux couples d'éléments ex- 
trêmes qui jouent le rôle prépondérant. 

14. Pour celte raison, nous partagerons les élémenls de la per- 
mutation en trois groupes : les 2 élémenls initiaux, les 2 élé- 
ments terminaux^ les /i — 4 élémenls intermédiaires. 

D'ailleurs, comme nous supposons le nombre tolal n des élé- 
ments égal ou supérieur à 4> il est clair que les élémenls initiaux 
et les éléments terminaux sont toujours absolument distincts. 

15. Cela étant, prenons, pour les échanger entre eux, deux des 
n éléments de la permutation. Nous pouvons le faire de qualre 
manières essentiellement diflTérenles, car nous pouvons prendre : 

1° Deux éléments intermédiaires; 

2® Les deux éléments initiaux ou les deux éléments terminaux; 
3° Un élément intermédiaire avec un élémenl initial ou termi- 
nal; 

4° Enfin, un élément initial avec un élément terminal. 

Il nous suffit évidemment, pour répondre à la question que 
nous nous sommes posée, de trouver, dans chacun de ces quatre 
cas, si la permutation change d'espèce ou si elle n'en change pas. 

16. Supposons qu'on échange entre eux deux éléments inter- 
médiaires. 

Les éléments initiaux, non plu§ que les éléments terminaux, 
lie subissent aucune variation; la première et la dernière séquence 
ne changent ni l'une ni l'autre de sens; par suite, la permutation 
ne change pas d'espèce. Donc : 

Théorème. — Quand on échange entre eux deux éléments 
intermédiaires quelconques, la permutation ne change jamais 
d^ espèce, 

17. Supposons qu'on échange entre eux les deux éléments 
initiaux. 

La première séquence changeant de sens et la dernière n'en 
changeant pas, la permutation change d'espèce. 

ixii. 8 
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Il en est évidemment de même quand on échange entre eux les 
deux éléments terminaux. Donc : 

Théorème. — Quand on échange entre eux les deux éléments 
initiaux ou les deux éléments terminaux, la permutation 
cliange toujours d'espèce. 

18. Supposons qu'on échange un élément intermédiaire avec 
Tun, par exemple, des deux éléments initiaux. 

II est clair que la dernière séquence garde son sens; et, par 
suite, que si les valeurs numériques des deux éléments échangés 
comprennent entre elles la valeur numérique de l'élément initial 
resté fixe, la première séquence changeant de sens, la permutation 
change d'espèce. Il est clair aussi que, si cette condition n^est 
point remplie, la première séquence ne changeant pas de sens, la 
permutation ne change pas non plus d'espèce. 

On trouverait un résultat analogue si l'on échangeait un élé- 
ment intermédiaire avec l'un des deux éléments terminaux. 

Mais les éléments de nos permutations sont les n premiers 
nombres. Pour abréger, au lieu de dire que les valeurs numé- 
riques de deux éléments comprennent ou ne comprennent pas 
entre elles la valeur numérique d'un autre, disons simplement 
que ces deux premiers éléments comprennent ou ne comprennent 
pas cet autre. Nous pouvons alors résumer de la manière suivante 
tout ce qui se rapporte à notre troisième cas : 

Théorème. — LorsqiCon échange un élément intermédiaire 
avec un élément initial ou terminal,^ la permutation change 

m 

OU ne change pas d'espèce suivant que les deux éléments 
échangés comprennent ou ne comprennent pas entre eux Vêle- 
ment initial ou terminal resté fixe, 

19. Supposons enfin qu'on échange un élément initial avec un 
élément terminal. 

Suivant que les deux éléments échangés comprennent ou ne 
comprennent pas entre eux l'élément initial resté fixe, la première 
séquence change ou ne change pas de sens. 

De même, suivant que les deux éléments échangés comprennent 
ou ne comprennent pas entre eux l'élément terminal resté fixe, la 
dernière séquence change ou ne change pas de sens. 
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SI doTic nons appelons extrêmes fixes l'élément inîlial ci l'élé- 
ment terminal non déplacés, nous pouvons résumer ainsi lont ce 
qui se rapporte à noire quatrième et dernier cas : 

THéoRÈMK. — Quand on échange un élément initial avec un 
élément terminal, la permutation change d^ espèce si les élé- 
ments échangés comprennent entre eux un seul des extrêmes 
fixes; elle ne change pas d^ espèce si les éléments échangés 
comprennent entre eux les deux exti^mes fixes ^ ou ne tes com- 
prennent ni l'un ni l'autre. 

20. Il est bien évident que les ihéorèmes qui précèdent, pris 
ensemble, constituent une solution complète de la question que 
nous nous étions posée, pour tous les cas où n est égal ou supé- 
rieur à 4. 

Dans les cas simples où n est égal soit à 2, soit à 3, l'examen 
direct des permutations conduit à ces deux jiropositions : 

1** Une jpermutation de deux éléments ne change jamais 
d* espèce quand on échange ses deux éléments entre eux; 

a* <Une ptrwmitation de trois éléments ne change d'espèce^ 
par l'échange de deux de ses éléments, que quand les deux 
éléments échangés remplissent cette double condition : d'être 
juxtaposés dans la permutation et de ne pas contenir entre 
eux l'élément resté fixe. 

II. — Nombre des couples actifs d^une permutation. 

21. D'après ce qui précède, étant donnés une permutation 
des n premiers nombres et, dans cette permutation, deux éléments 
quelconques que l'on échange entre eux, nous savons reconnaître 
si, par l'échange de ces <leux éléments, cette permutation change 
ou ne change pas d'espèce; en d'autres termes, et pour employer 
les locutions définies plus haut (4), nous savons reconnaître si 
c'est un couple actif ouun co4iple inactif que conslî tuent ces^eux 
éiéments. 

Nous prenons à présent une permutation quelconquedes nrpte^ 
MÎers nombres; nons considérons to«s les covple^ qoe l'on peut 
fariaer aTec les n étéments de «oetie permutalâon ; nous dtercixms 
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enfin, parmi lous ces couples, combien il yen a d^aclifs, combien 
il j en a dMnaclifs. 

» 

22. Mais, avant tout, nons ferons remarquer que le nombre 
total des couples d^élëmenls qu'on peut prendre dans cette per- 
mutation est égal au nombre des combinaisons simples de fi objets 
2 3 2, c'est-à-dire à ^/i{n — i). 

Si doue nous désignons par y le nombre des couples actifs, 
par le nombre des couples ioactifs, nous avons 

> n(n — i) 

Y -^ ô = . 

• 2 

Il s'ensuit que, pour répondre à la question que nous nous 
sommes posée, il suffit de déterminer l'un seulement des nombres 
Y et 8. 

Nous allons cherclier le nombre y des couples actifs. 

23. Pour calculer ce nombre y, nous supposerons le nombre n 
des éléments de la permutation égal ou supérieur à 4| nous par- 
tagerons encore ces n éléments en trois groupes : les 2 éléments 
initiaux, les 2 éléments terminaux, les n — 4 éléments intermé- 
diaires; nous déterminerons ensuite combien on rencontre de 
couples actifs quand on échange entre eux, de toutes les 
manières possibles : 

1® Deux éléments intermédiaires; 

2" Les deux éléments initiaux ou les deux éléments terminaux; 
3** Un élément intermédiaire avec un élément initial ou ter- 
minal; 

4° Un élément initial avec un élément terminal. 

24. Quand on échange entre eux deux éléments intermédiaires, 
la permutation ne change jamais d'espèce (16). Dans ce genre 
d'échanges, on ne rencontre donc aucun couple actif. 

25. Quand on échange entre eux soit les deux éléments initiaux, 
soit les deux éléments terminaux, la permutation (17) change 
toujours d'espèce. 

L'échange des deux éléments initiaux correspond donc à un 
couple actif; l'échange des deux éléments terminaux correspond 
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aussi à un pareil couple. De là, deux couples actifs répondant à ce 
genre d'échanges. 

26. Lorsqu'on échange un élément intermédiaire avec un 
élément initial, par exemple, la permutation ne change d'espèce 
(18) que quand les deux éléments échangés comprennent entre 
eux l'élément initial resté fixe. Il s'ensuit qu'un élément inter- 
médiaire, échangé successivement avei le premier puis avec le 
second des éléments initiaux, ne donne de couple actif que i^il 
n'est pas compris entre ces deux éléments initiaux; et que, quand 
cetle condition est remplie, il ne donne qu'un seul couple iiclif. 
Le nombre des couples actifs qu'on rencontre en échangeant, de 
toutes les manières possibles, un élément intermédiaire avec un 
élément initial est donc juste égal au nombre des éléments inter- 
médiaires non (Compris entre les deux éléments initiaux. 

On verrait de même que le nombre des couples actifs qu'on 
rencontre en échangeant, de loules les manières possibles, un 
élément intermédiaire avec un élément terminal est juste égal au 
nombre des éléments intermédiaires non compris eutre les deux 
éléments terminaux. 

Cela posé, appelons a la difTérence, prise en valeur absolue, 
des deux éléments initiaux ; ,3 la différence, prise en valeur absolue 
aussi, des deux éléments terminaux; i le nombre des éléments 
initiaux non compris entre les deux éléments terminaux, et y le 
nombre des éléments terminaux non compris entre les deux élé- 
ments initiaux. 

.Pour obtenir les éléments intermédiaires non compris entre les 
deux éléments initiaux, il nous suffit évidemment d'écrire la suite 
des n premiers nombres; d'y barrer les deux éléments initiaux, 
puis les a — i éléments que ces éléments initiaux comprennent 
entre eux, et enfin les y éléments terminaux qu'ils ne comprennent 
point. Le nombre des éléments intermédiaires non compris entre 
les deux éléments initiaux est donc 

n — 2-(a — 0— y, 
c est-à-dire 

(n — i)— a — y. 

Pour obtenir les éléments intermédiaires non compris entre les 
deux éléments terminaux, il nous suffit de même d'écrire la suite 



des n premiers nombres; d^y barrer tes deux ëlémenLs terminaux; 
piiîs les p — I éléments que ces éléments terminaux comprennent 
entre eux; et enfin les /éléments initiaux qu^ils ne comprennent 
point. Le nombre des éléments intermédiaires non compris entre 
les deux éléments terminaux est donc 

71 — a — (P — i) — i\ 
c'est-à-dire 

(/i — i) — p — i. 

Il suit de tout cela que, en faisant tous les échanges possibles 
d'un élément intermédiaire avec un élément initial ou terminal, 
oa rencontre un nombre de couples actifs égal à 

27. Lorsqu'on échange un élément initial avec un élément ter- 
minal, la permutation ne change d'espèce (19) que quand les deux 
éléments échangés comprennent enlre eux un et un seul des deux 
extrêmes restés fixes. Par suite, le nombre des couples actifs qu'on 
rencontre en ce genre d'échanges dépend uniquement des valeurs 
(le i et de y. 

Il y a évidemment trois cas à distinguer, et trois seulement : 
celui où i et y sont l'un et l'autre égaux à 2; celui où ils sont l'un 
et l'autre égaux à i; celui où ils sont égaux l'un à o et l'autre à 2, 
Un examen direct, d'une facilité extrême, donne pour ces trois 
cas les résultats suivants : 

1® Lorsque i et j sont l'un et l'autre égaux à 2, il y a deux 
couples actifs; 

2;^ Lorsque i et y sont l'un et l'autre égaux à i, il n'y a aucun 
couple actif; 

3° Enfin, lorsque i et y sont égaux l'un à o, l'autre à 2, il y a 
encore deux couples actifs. 

28. Connaissant le nombre des couples actifs qu'on rencontre 
dans chaque genre d'échanges de deux éléments, nous sommes en 
état d'écrire le nomhre total des couples actifs que présente une 
permutation déterminée quelconque des n premiers nombres. 
Nous n'avons évidemment, pour obtenir ce nombre total, qu'à 
ajouter les «ombres de couptes actifs qui correspondent à chaque 
genre d'échsroges. 
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En eflectuant cette addition, et simplifiant légèrement les 
résultats qu'elle donne, nous arrivons aux trois propositions sui-^ 
vantes : 

I® Si i et j sont l'un et r autre égaux à 2y le nombre total 
des couples actifs est 

2(/i — I) — (a-+-P)-f-(4 — «— y); 

a** Si i et j sont l'un et l'autre égaux à iy le nombre total 
des couples actifs est 

i{n — i) — (a -h P) -+- (2 — t — /); 

3* Enfin, si i et j sont égaux Vunào^ Vautre à i^ le nombre 
total des couples actifs est 

2(/i-i)~(a-i-?)-+-(4-«-y). 

29. Les trois résultats que nous venons d'obtenir consistent 
chacun en une somme algébrique de trois termes, dont les deux 
premiers sont toujours les mêmes, mais dont le troisième afiecle 
deux formes difTérenles. Pour ramener ces trois résultats à une 
seule forme, il suffirait donc d*y ramener leur troisième terme. 
On y parvient par la considération de la différence, prise en va- 
leur absolue, des deux nombres i ely. 

Soil, en effet, e cette différence, prise en valeur absolue. 

1® Lorsque i et y sont Tun et l'autre égaux à 2, la différence e 

est nulle, et Ton a 

4 — i— y = e; 

2° Lorsque i et y sont Tun et l'autre égaux à i, la différence e 
est encore nulle, et l'on a 

2 — i— y = e; 

3® Enfin, lorsque / et y sont égaux l'un à o et Tautre à 2, la 
différence e est égale à 2, et l'on a 

4 — i— y = Ê. 

Par conséquent, le troisième terme des sommes considérées est 
toujours égal à e; par conséquent, en conservant aux lettres a, 
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^, e les significations que nous leur avons allribuéeSy nous pou- 
vons énoncer ce lliëorème unique : 

Théorème. — Dans une permutation déterminée quelconque 
des n premiers nombres, n étant égal ou supérieur à ^^ le 
nombre total y des couples actifs est donné par la formule 

30. Les trois lettres a, ^, e qui entrent dans celle formule re- 
présentent les valeurs absolues de trois différences, c'est-à-dire 
de trois quantités affectées tantôt du signe -j-, tantôt du signe — . 
La formule ne subsiste que parce qu'on y fait abstraction de ces 
signes. C'est là, ce nous semble, un fait remarquable et contraire 
à ce qui arrive d'ordinaire en algèbre, où les formules ne sont le 
plus souvent générales que lorsque Ton y prend avec leurs signes 
respectifs toutes les quantités qui y figurent. 

31. Notre formule (29) suppose, d'ailleurs, essentiellement 
que, dans la permutation considérée, les éléments initiaux et les 
éléments terminaux soient distincts, c'est-à-dire que le nombre n 
des éléments soit égal ou supérieur à 4« H est aisé de voir : 

1° Que, si n est égal à a, // ny a aucun couple actif; 

'1^ Que, si n est égal à 3, le nombre des couples actifs est 
juste égal à la différence, prise en valeur absolue, du pre- 
mier et du dernier élément de la permutation, 

32. D'après ce que nous avons vu (22) sur la somme yH" ^? ^' 
est inutile que nous fassions une étude spéciale du nombre total S 
des couples inactifs : nous avonS; quelle que soit la valeur de /?, 
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ô = — _i_Y; 



et, par conséquent, toutes les fois que n est au moins égal à 4? 

III. — Question de probabilité. 
33. Considérons une permutation déterminée quelconque des 
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n premiers nombres, et cherchons la probabililc^ pour qu'elle 
change d'espèce lorsque Ton y échange entre eux deux éléments 
pris au hasard. 

D'après la définition même de la probabililé d'un événement, il 
nous suffit, pour résoudre ce problème, de calculer le nombre 
des cas possibles et le nombie des cas favorables, puis de diviser 
ce dernier nombre par le précédent. 

34. Grâce aux calculs, déjà cffcclués, du nombre y des couples 
actifs et du nombre o des couples inactifs, la détermination de la 
probabililé cherchée t: ne présenle aucune difficulté. 

Évidemment, en effet, un cas est favorable lorsque les deux 
éléments échangés forment un couple actif; défavorable, lors- 
qu'ils forment un couple inactif. Il s'ensuit que le nombre des cas 
favorables est égal à y; celui des cas dél'avorables, à 3; celui des 
cas possibles, à y 4- 5 ; el, par conséquent, que la probabilité 
cherchée t est donnée par la formule 

Y -H 

35. Or, nous avons établi, d'une part (22), pour toutes les 

valeurs de /?, l'égalité 

^ n(n — h 

Y-f-o = — ^^ ; 

de l'autre (20), pour les valeurs de n égales ou supérieures à 4» 

l'égalité 

Y=2(/i — i) — (a-+-p)-f-6. 

Donc, si l'on suppose n égal ou supérieur à 4? en conservant aux 
trois lettres a, p, s les significations qu'on leur a données précé- 
demment (26 et 29), on peut énoncer Ye théorème suivant : 

Théorème. — La probabililé tz pour qu'une permutation 
déterminée des n premiers nombres change d'espèce lorsque 
Von y échange entre eux deux éléments pris au hasard est 
donnée par la formule 

TT = -' • 

n{n — I) 
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36« Appliquons ce ihéorème aux Irois permalalions des neuf 

premiers nombres 

2-^718395 6, 

i356(>78a4. 
286547819. 

Dans la première, 

71 = 9, a = 2, 3 = 1, e = o; 

la probabilité est égale à —• 
Dans la deuxième, 

'» = 9i a = 2, ? = a, 6=0; 
la probabilité est - • 
Dans la troisième, 

/irr.9, a = i, p^8, e = 2; * 

la probabilité est -• 

4 

37. On voit sur ces exemples, comme sur la formule (35), qu'il 
correspond, aux diverses permutations des n premiers nombres, 
des probabilités qui peuvent avoir des valeurs très différentes. On 
est conduit par là à se demander quelles sont, pour ces permuta- 
tions des /} premiers nombres, la valeur maxima et la valeur mi- 
nima que puisse prendre la probabilité cherchée. 

Or, si l'on considère l'expression de cette probabilité, on con- 
state que son dénominateur, ne dépendant que de n, est le même 
pour toutes les permutations considérées. Il suffit donc d'étudier 
le numérateur. Et comme ce numérateur à son tour peut s'écrire 

4(^_,)__a(a-+-0-e), 

il est évidemment d'autant plus grand ou plus petit que le tri- 
nome a -}- [3 — e est, au contraire, plus petit ou plus grand. 

Ainsi, la recherche du maximum ou du minimum de la proba- 
bilité Tz est ramenée à celle du minimum ou du maximum du tri- 
nome « 4- P — e. 

Il suit immédiatement de l'examen direct des valeurs simulta- 
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nément possibles de a, ^^ e : que ce irînoroe est toojoQrs positif; 
que la plus petite valeur qu'il puisse prendre est 2; et que lapins 
grande est 2/1 — /\. Il s'ensuit aussi que le maximum et le mini- 
muxn de la probabilité n sont donnés respectivement par les ex- 
pressions 

n(n — 1) n(n — i) 

dont la première vaut n — 2 fois la seconde. 

38. Dans le cas particulier où n est égal à 9, on trouve, pour le 
maximum et le minimum respectifs, 

7 ï 

— et — • 

18 18 

Les probabilités qu'on a obtenues dans les exemples précédents 
tombent toutes les trois entre ces valeurs limites. On peut donner 
des exemples où la probabilité ait pour valeur soit le maximum 
soit le minimum qu'on vient de calculer. 

Considérons, en effet, ces deux nouvelles permutations des neuf 

premiers nombres 

345 I (» 2 7 g 8, 

I 83576492. 
Dans la première, 

n = 9, a = i, p = i, s = o; 

la probabilité atteint —> c'est-à-dire la valeur maxima. Dans la 
^ 18 

seconde, 

« = 9i « = 7» ? = 7» B = o; 

la probabilité se réduit à -r> c'est-à-<lire à la valeur mintma. 

39. Revenons à la formule (35) qui nous a donné la probabi- 
lité cherchée u : elle ne suppose connus que les quatre nombres/!, 
a, ^, e. La probabilité que nous étudions est donc absolument 
délerminée dés que l'on connaît le nombre des éléments de la 
permutation considérée, ses deux éléments initiaux et ses deux 
éléments terminaux. C'est là un résultat qui nous semble remar- 
quable. Peut-être pouvait-on le prévoir après ce que nons axions 
dil (13) sur le rôle prépondérant que jouent^ dans les questions 
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d'espèces, les deux éléments initiaux et les deux éléments termi- 
naux. 

40. Quoi qu'il en soit, le théorème qui précède (35) résout 
complètement la question de probabilité que nous nous étions 
posée (33), sauf dans le cas où n est égal à 2, et dans celui où il 
est égal à 3. 

Dans chacun de ces cas, nos raisonnements sont en défaut et 
nos notations perdent leur sens. Mais il suffit, soit de se rappeler 
ce que nous avons dit (31) sur les permutations de deux et sur celles 
de trois éléments, soit de procéder à un examen direct de ces per- 
mutations pour arriver très facilement aux deux résultats sui- 
vants : 

i** En toute permutation des ^ premiers nombres, la proba- 
bilité cherchée est nulle; 

2" En toute permutation des 3 premiers nombres^ cette pro- 
babilité est égale au tiers de la différence, prise en valeur 
absolue, du premier et du dernier élément de la permutation, 

CHAPITRE II. 

DES COUPLES ACTIFS DANS L' ENSEMBLE DES PERMUTATIONS ORDONNÉES. 

I. — Les trois sortes de permutations. 

W, Pour simplifier l'élude des couples actifs dans les permu- 
tations des n premiers nombres, n étant au moins égal à 4? rap- 
pelons-nous que le nombre y des couples actifs d'une quelconque 
de ces permutations dépend seulement des valeurs qu'y présentent 
a, p et e. A fortiori, ce nombre y est-il déterminé lorsque l'on 
connaît, dans cette permutation, les deux éléments initiaux et les 
deux éléments terminaux ? 

Nous désignerons, dans tout ce qui va suivre, par a le plus 
petit des éléments initiaux et par A le plus grand; par b le plus 
petit des éléments terminaux et par B le plus grand. 

42. Les permutations, très nombreuses, où les éléments ini- 
tiaux et les éléments terminaux ont les mêmes valeurs déiermi- 
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nées a et A, b et B, conliennent chacune le même nombre de 
couples actifs. Mais combien exisle-l-il de ces permutations ? 

On les obtient évidemment loules en écrivant, dans tous les 
ordres possibles, d'abord les deux éléments initiaux a el A, en- 
suite les n — 4 éléments intermédiaires; enfin les deux éléments 
terminaux b et B. Le nombre total de ces permutations est donc 
i\{n — 4)! 2!, c'est-à-dire (/i — 4)!4- 

Pour savoir combien ces permutations, toutes ensemble, con- 
tiennent de couples actifs, il nous suffira donc de multiplier par 
(/i — 4)! 4 le nombre des couples actifs contenus dans Tune quel- 
conque de ces permutations. 

43. Nous sommes ainsi ramenés à étudier, à la place des per- 
mutations considérées, les qitaternes formés par leurs éléments 
extrêmes a, A, 6, B. La première chose à faire, c'est de trouver le 
nombre de ces quaternes; la seconde, de les classer. 

44. Un quaterne quelconque n'est autre chose qu'un système 
de quatre nombres pris parmi les n premiers; mais, à un même 
système de quatre nombres, correspondent toujours six qua- 
ternes différents. 

Supposons, en effet, ces quatre nombres mis, à la suite les uns 
des autres, dans l'ordre croissant \ el, au-dessous de chacun d'eux, 
écrivons celle des lettres a, A, 6, B qui répond au rôle qu'il joue 
dans la permutation. Après les avoir ainsi écrites, de toutes les 
manières possibles, ces quatre lettres nous présenteront six dis- 
positions différentes, ni plus ni moins, qui sont les suivantes : 

aA6B, a6AB, a6BA, 
bBak, 6aBA, 6aAB; 

et, à ces six dispositions, correspondront six quaternes diffé- 
rents. 

Le nombre total des quaternes est donc égal au sextuple du 
nombre des combinaisons simples de n éléments 4^4» c'est- 
à-dire à 

- /l(/l — l)(/l — 2)(/l — 3). 

4 
On peut vérifier en passant que le produit du nombre des qua- 
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iemes par celui des permutations correspondant à Tud qaei- 
conque d'entre eux est bien égal à n!, c'est-à-dire an nombre 
total des permutations de n éléments. 

45. Pour classer les quaternes que nous venons d*énumérer (44), 
considérons les six quaternes qui correspondent à un méjiie 
groupe de quatre nombres. Ils répondent, nous venons de le 
voir (44), à ces six dispositions 

akbB, abXB, abBX, 
bBaX, baBA, 6aAB, 

lesquelles, à la manière dont nous les avons écrites, se partagent 
évidemment en trois couples. 

Dans chacun des quaternes aA6B, bBaA du premier couple, 
/ ety sont Tun et l'autre égaux à 2; donc e est égal à zéro. 

Dans chacun des quaternes a/^AB, baBA du deuxième couple, 
/ et y sont Tun et Tautre égaux à 1 ; donc e est encore égal à zéro. 

Dans chacun des quaternes a6BA, 6a AB du troisième couple, 
e ety sont égaux Tun h o, l'autre à 2; et, par conséquent, e est 
égal à 2. 

Ces trois couples correspondent donc aux trois cas que nous 
avons distingués déjà (29); les quaternes, pris tous ensemble, 
peuvent donc se partager en trois sortes, caractérisées chacune 
par le système correspondant des valeurs de i^j et e. 

46. Ces trois sortes de quaternes peuvent être caractérisés 
d'une façon encot*e plus nette, et pour ainsi dire géométrique. 
Considérons, en effet, les quatre nombres a. A, 6, B; écrivons- 
les sur une même droite dans leur ordre de grandeurs croissantes; 
puis, marquons par un trait le segment a A, et^ par un autre, le 
segment bB, 

Les deux quaternes aA&B, 6BaA du premier nous donnent 
ainsi les deux figures 

a. A b B h B €u A 



— ' •'-..' >..-' 



où les segments a A, éBsont séparés. 



- 123 — 

Les deux quaternes a6ÂB, 6a B A du deuxième couple nous 
donneot de même les deux figures 

a, b A B b ev B A 

^_ »-— 7H -i »,- ir — -H -H 

OÙ les segments aA, 6B empièlent Tun sur Taulre, c^est-à-dire 
sont imbriqués. 

Les deux quaternes aôBA, ba AB du Iroisième couple nous 
donnent enGn les deux figures 

o/^BA b {V A Q 

1 ♦ ♦ « > t > t 



où les segments aA, 6B sont placés Tun sur Pautre, c'est-à-dire 
superposés. 

Nous pouvons donc dire que nos quaternes se partagent en trois 
sortes : 

I® Les quaternes à segments séparés; 
2" Les quaternes à segments imbriqués; 
3" Les quaternes à segments superposés, 

47. Ltendant aux permutations des n premiers nombres ce que 
nous venons de dire (1€) relativement aux quaternes qui leur 
correspondent, nous dirons que ces permutations sont à segments 
séparés, imbriqués, superposés, suivant que leurs quaternes sont 
eux-mêmes à segments séparés^ imbriqués, superposés. Nous par- 
tagerons donc ces permutations en trois sortes : 

I** Les permutations à segments séparés; 
2° Les permutations à segments imbriqués; 
3" Les permutations à segments superposés. 

48. Considérons un système quelconque de quatre nombres 
pris parmi les n premiers nombres entiers. Ce système nous four- 
nit, comme on l'a vu (46), deux quaterues à segments séparés, 
deux à segments imbriqués, deux à segments superposés. Or, le 
nombre des systèmes de quatre éléments, pris parmi les n pre- 
miers nombres entiers, est le nombre C^ des combinaisons 
simples de n objets 4^4* Donc, il y a 2C^^ quaternes à segments 



i 
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séparés, 2C,* à segmenls imbriqués el 2C* à segments super- 
posés. 

Pour obtenir le nombre des permutations de n éléments à seg- 
menls soit séparés, soit imbri(|ués, soit superposés, il nous suflil 
donc (ie multiplier dans chaque cas (/i — 4)!4p3'ï* ^C,% Le pro- 
duit e>t donc toujours égal à {n — i\)\^,^C]^^ c'est-à-dire à r /i!. 
De là ce ihéorème : 

TnéonÈME. — Si l'on partage les permutations de n élé- 
ments en trois sortes : permutations à segments séparés, per- 
mutations à segments imbriqués, permutations à segments 
super/fosés ; dans chacune de ces trois sortes, il y a le même 
nombre de permutations, 

49. Tout ce qui précède évidemment suppose n égal ou supé- 
rieur à 4- Si // était égal soit à 9., soit à 3, la permutation ne pré- 
senterait plus de qualerne : on n'aurait plus à considérer ni figure, 
ni segmenls. 

ir. — Premières expressions des nombres çp„. /„, ^u. 

50. Toutes les permutalions répondant à un même qualerne 
prés'entenl, avons-nous dit (42), le même nombre de couples 
actifs. Dans les recherches relatives au nombre de ces couples, il 
nous suffira donc de considérer l'une quelconque de ces permu- 
tations. 

Pour préciser et faciliter le langage, nous considérerons uni- 
quement celle de ces permutations où se trouvent placés, dans 
l'ordre des grandeurs croissantes : i** les deux élémenls initiaux; 
2® les n — 4 éléments intermédiaires; 3** les deux éléments ter- 
minaux. Cette permutation unique sera pour nous une permuta- 
tion ordonnée. 

Evidemment, dans l'ensemble de toutes les permutations de 
n élémenls, les permutations ordonnées et les quaternes se cor- 
respondent chacune à chacun : ils sont en même nombre. 

51. D'après ce que nous avons dit précédemment (42), pour 
savoir combien il y a de couples actifs dans l'ensemble des per- 
mutations répondant à un même qualerne, il nous suffit de muiti- 
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plier par {n — 4)^4 '^ nombre des couples actifs contenus dans 
la permutation ordonnée correspondant à ce qualerne. Et comme 
ce facteur {n — 4)- 4 est le même pour tous les quaternes (^2), il 
nous suffit, pour trouver le nombre des couples actifs contenus 
dans Tensemble des permutations de chaque sorte, de déterminer, 
pour chacune de ces sortes, le nombre des couples actifs contenus 
dans ses seules permutations ordonnées. 

C'est ce que nous allons faire dans le présent paragraphe, en 
supposant le nombre des éléments égal a /z, et en désignant par Oni 
Xni ^tt les nombres des couples actifs contenus respectivement 
d'abord dans les permutations ordonnées à segments séparés, en- 
suite dans les permutations ordonnées à segments imbriqués, 
enfin dans les permutations ordonnées à segments superposés. 



!. En toute permutation ordonnée à segments séparés, le 
nombre e est nul (45); et, par conséquent, le nombre des couples 

actifs est égal, à 

2(n — i) — a — p, 

c'esl-à-dire, si Ton remplace a et ^ par les difTérences (26) qu'ils 
représentent, à 

9.(a — n — (A — a) — (B — ^>). 

Pour obtenir le nombre cp,i des couples actifs contenus dans les 
permutations ordonnées de n éléments à segments séparés, nous 
avons donc à faire la somme de toutes les valeurs numériques que 
prend cette expression, lorsque Ton y remplace les lettres dont 
elle se compose successivement par tous les systèmes de valeurs 
correspondant aux différents quaternes à segments séparés, c'est- 
à-dire aux différents quaternes de la forme aAbB et aux diffé- 
rents quaternes de la forme 6BaA. 

Dans les systèmes de valeurs correspondant à la forme aA6B, 
on peut donner à a toutes les valeurs i, 2, 3, . . ., /t — 3; ensuite 
à A toutes les valeurs a-hi, a-ha, a-h3, ...,/i — a; ensuite 
à b toutes les valeurs A-hi,A4-2,A + 3, ...,/i — 1; enfin à B 
toutes les valeurs 6 -+- i, 6 + 2, 6 + 3, . . . , n. Le nombre des 
couples actifs contenus dans les permutations ordonnées de n élé- 
ments, à segments séparés, dont le quaterne a la forme aXbB, 
xixf. 9 



— 126 — 
est donc 

2) 21 21 21 [,(„_,)-(A-«)-(B-6)l. 

En raisonnant de même sur les permulalîons ordonnées de 
n élëmenls, à segments séparés, dont le qualerne a la forme 6Ba A, 
on trouverait que le nombre des couples actifs qu'elles contiennent 
est égal à 

bs-n — l B = ii — I a = n— 1 A = n 

21 21 21 ^ [a(„_,)_(A-«)-(B-6)]. 

Mais cette expression et la précédente ne diffèrent l'une de 
l'autre que par l'échange des lellres a et b, A et B. Donc, évidem- 
ment, si l'on effectuait les calculs indiqués, on arriverait à la 
même fonction de n ; donc ces deux expressions sont équivalentes; 
donc le nombre '^,i défini plus haut (ol) est le double de l'une 
quelconque des deux, de la première, par exemple; et l'on peut 
écrire 

a=n—Z A—n—t b=n—l B=n 

?'.=2 21 21 21 21 [»('«-')+«-A+6-Bj, 

en plaçant, dans le crochet, les nombres a. A, 6, B dans l'ordre 
des grandeurs croissantes. 

o3. En toute permutation ordonnée de n éléments, à segments 
imbriqués, le nombre e est encore nul (45). Par conséquent, le 
nombre des couples actifs est égal à 

'i(Ai — i) — a — p, 

c'est-à-dire à 

'x{n -I) — (A — a) — (B — b). 

Ces permutations correspondent aux différents quaternes à seg- 
ments imbriqués, c'est-à-dire aux quaternes de la forme ab AB et 
à ceux de la forme baBA. Pouf obtenir le nombre des couples 
actifs contenus dans l'ensemble des permutations ordonnées de 
n éléments, à segments imbriqués, il nous faut donc faire la somme 
de toutes les valeurs numériques de l'expression précédente qui 
correspondent aux qaalernes de ces deux formes. En suivant la 
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méthode employée précédemment (52), on trouve que le nombre 
des couples actifs contenus dans les permutations ordonnées, à 
segments imbriqués, dont le quaterne a la forme a6AB, est 
égal à 



n = n — l b=:n — i A = n — ! B = n 



2! 21 2] 21 [a(„_,)_(A-a)-(B-6)J; 



rt = | 6 = it-«-l k=zb-h-l B = A-+-1 



et que, pour celles dont le quaterne a la forme bali\, ce nombre 
des couples actifs est égal à 



b = n—i rt=n — 1 B = /i — 1 A = « 



2 2 2 2 [2(n-")-(A-a)-(B-6)|. 

b = l a = b-i-l B = /iH-l A = B-« 1 

Il suffit de comparer ces deux expressions pour reconnaître 
qu'elles sont équivalentes. Le nombre yn des couples actifs con- 
tenus dans les permutations ordonnées, à segments imbriqués, de 
n éléments est donc le double de l'une quelconque des deux. 
Nous pouvons donc écrire 

■/.«=» 2 2 2 2 [Mn-i)+a^b-\-B\, 

rt = l b = tt-hX A = 6-+-! B = A-f-l 

en plaçant, dans le crochet, les nombres a, 6, A, B dans l'ordre 
des valeurs croissantes. 

• 

oA. Considérons enfin les permutations de n éléments, ordon- 
nées et à segments superposés. Dans chacune d'elles, e est égal 
à 2 ; et le nombre des couples actifs est, par conséquent, égal à 

'in — a — p, 
c'est-à-dire a 

5tn — (A — ai — (B — 6). 

Or, ces permutations ordonnées correspondent aux quaternes à 
éléments superposés, c'est-à-dire à tous les quaternes de l'une ou 
de l'autre des deux formes a^BA, baAB. 

Il nous faut donc, pour obtenir le nombre ^n des couples actifs 
contenus dans les permutations ordonnées, à segments superpo- 
sés, calculer la somme de toutes les valeurs de l'expression précé- 
dente qui correspondent aux quaternes de ces deux formes. 
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En appliquant encore le même procédé que pour les permuta- 
lions ordonnées à segments séparés (52), on trouve que le nombre 
des couples actifs contenus dans les permutations ordonnées, à 
segments superposés, dont le quaterne a la forme a6BA, est égal à 



a = H~'l b^n — i B = n — 1 A = ii 



2 2 2 2 [an-(A-a)-(B-6)]; 



a = l A = /i-+-! B = 6-i-l A^b-4-1 



et que le nombre des couples actifs contenus dans celles dont le 
quaterne a la forme baAB est égal à 



b=zn—l rt = n — t A = «-l B = n 



2 2 2 2 [•■"•- fA-a)-(B- 6)]. 



6 = 1 az=b-hl A = <i-+-t B = A-t-l 



Ces deux expressions, évidemment, sont équivalentes. I^ 
nombre ^,2 des couples actifs contenus dans Fensemble des per- 
mutations ordonnées, à segments superposés, de n éléments, est 
donc le double de l'une quelconque des deux. Nous pouvons donc 
écrire 



ii = it — s 6=:n — î B=rrt — 1 k = n 



-!".= « 2 2 2 2 l^n + a + b-B-X], 

n = l b = a-ht B = A-f-| A = b-t-l 

en disposant toujours, dans le crochet, les nombres a, 6, B, A 
dans l'ordre des grandeurs croissantes. 

III. — Expressions finales des nombres ç,,, y,,,* <j;„. 

55. Le calcul des expressions que nous venons de trouver" 
pour Çy,, y^, ifn ne laisse pas que d'être long et pénible. Pour 
arriver à l'abréger et à le faciliter, rapprochons ces trois expres- 
sions. Nous obtenons ce Tableau 

« = R — s A = n— 1 b = n-'\ B = n 

*»=» 2 2 2 2 [«(n-o+i-A+i-B], 

<i = J A = in-1 6 = A-+-1 B = A-H 
«i = n — S 6 = n — 1 k = n — \ B = n 

X-=» 2 2 2 2 [a(«-i) + « + 6-A-B], 

rtsl 6ss« + | K=-b-^\ Bs:A-t-l 

ii = n — I A = n — 1 B = n — I A = ii 

"''"^^ 2 .2 2 2 [»«+«+6-B-A]: 

asl 6=a-«-l 8=6+1 A = B<f*l 
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et nous voyoDS immédiatement que (f,i, y,tj 6„ ne sont autres 
choses que des cas particuliers de la quantité (0» définie par l'éga- 
lité 

a*„=2 2 2 2 2 ^^^-^^-*-A-^57-^^^)» 

^ = 1 x = »»-i-l y=zx-hl z=y-ht 

dans laquelle r, Xf y^ z représentent des entiers variables, et d^ 
e,/, g^ h des coefficients constants. 

Pour tirer, en elTet, de celte dernière expression, chacune des 
trois expressions précédentes, il suffit, sans changer les noms des 
entiers variables, noms qui n^inflluent nullement sur les résultats 
du calcul, de donner des valeurs numériques convenables aux cinq 
coefficients constants. 

56. Nous sommes donc ramenés à nous occuper de îù^ seule- 
ment. Or, cette expression, à son tour, est évidemment la somme 
des cinq expressions qui correspondent respectivement aux cinq 
termes de son polynôme entre parenthèses. Nous avons donc 

W/»= D„-+-E«-h F„-f-G„-4-H,„ 
si nous posons 

»»=rn— l x — n — % y=.n — \ sr=n 

D,=.rf 2 2 2 2 '• 

»» = « — I x=n — t y=.n—\ z=.n 

B.=»2 2 2 1". 

v=z\ x=f-»-l y=.x-^\ *=_)'-f 1 
f = /! — S x=.n — \ y = n^\ s = n 

F,= a/ 2 2 2 2'- 

1^ = 1 JTssf + t y=X-k-l S=:y-f 1 

»» = n — • x = n — t y=zn — l z = n 

^"=2^ 2 2 2 2 -^^ 

u = \ x=.v-hi j = j--f-i z=y-¥ 1 
v = n — l x=:n — t y = n — i t = n . 

H,=aA 2 2 2 2^: 

f = l X=V-k-l ^=:X-4-l S=^-f-l 

et nous n'avons plus qu'à déterminer, en fonction de /i, les ex- 
pressions des cinq nombres D„, E^, F,,, G„, H/,. 

57. Pour opérer ces déterminations, le procédé le plus simple 
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consiste à efTectuer, dans chaque cas, les calculs indiqués, en 
s^aidant des propriétés des nombres figurés, c'est-à-dire des 
nombres composant le triangle de Pascal. On arrive, par ce 
moyen, à ces cinq résultats : 

^ n(n — i)(/i — 2)(/i — 3) . 

^«= v:T:37i "^^ 

(n-hi)/i(n — i)(n — 2)(n — 3) 

g 1 .!2.i.4 

_ _ (n-4-0/i(n — i)(n~a)(n~-3) ^ ^ 
'^"-^ i.a.3.4.5 ^-^^ 

(n-+-f)/i(ii — Of/i ^a)(/i — 3) 
G«=3 ^-^-j-^-3 .^, 

I .2.3.4*3 

Ces résultats présentent cette particularité remarquable : le 
premier contient en facteur le nombre des combinaisons simples 
de n objets 4 à 4; et chacun des suivants, celui des combinaisons 
simples, 5 à 5, de /i 4- i objets. 

S8. Quoi qu'il en soit, il nous suffit de faire la somme de ces 
cinq résultats pour obtenir l'expression de t«j„ en fonction de n. 
En efiectuant ce calcul, nous trouvons immédiatement 



/i(n — i)(ai — 2)(/i — 3) 



^''^"- ....3.4 ^[./^.^{.-i- 2/4- 3^^ -^4/0]; 



et cette égalité constitue la formule générale qui va nous donner, 
en fonction de /i, les expressions des trois nombres cp;,, y;,, ^„. 

59. Pour en déduire '^„, il faut, dans le crochet que nous pré- 
sente cj>w, donner aux coefficients 

les valeurs respectives 

2(/i— I), I, —I, I, —I. 

Pour en déduire '^n^ il y faut donner, aux mêmes coefficients, 
les valeurs respectives 

i(n-i), I, I, —I, — j. 



I 
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Enfin, pour en déduire tj/,|, il y faut donner, aux mêmes coefli- 
cienls encore, les valeurs respectives 

■2/1, I , I , — I , — I . 

En effectuant ces diverses substitutions, on arrive, après quel- 
ques réductions simples, à ces trois résultats : 

^n— —.. n(n — i)(n — i^(n — 3), 

7„= ^^ ^ n(n-^i)(n — 7.)in — 3), 

^/i= — r^nC/i — i)(/i — 2)(/l — 3). 

Ces trois résultats sont analog;nes, mais différents. Il n^existe 
mémequ^m seul nombre, supérieur à 3, qui, mis à la place de /i, 
rende deux d'entre eux numériquement égaux : c'est le nombre 4? 
qui rend ç,, et i„ égaux chacun à 8. 

CHAPITRE lîî. 

DES COUPLES ACTIFS DANS l'fINSEMBLE COMPLET DES PERMUTATIONS. 

i. — Nombre des couples actifs dans chaque sof'te de permutations. 

60. Dans le Chapitre qui précède (Chap. 11), nous avons con- 
sidéré les permutations ordonnées de n éléments; désigné par^;,, 
X«» ^« ^^^ nombres des couples actifs contenus respectivement 
dans celles de ces permutations ordonnées qui sont à segments 
séparés, à segments imbriqués, à segments superposés; déterminé 
enfin, en fonction de /i, les expressions de ces trois nombres. 

Partant de ces trois expressions, nous allons calculer mainte- 
nant les nombres totaux des couples actifs contenus, non plus 
dans les seules permutations ordonnées, mais dans toutes les per- 
mutations de chaque sorte. Nous calculerons ensuite, pour cha- 
cune de ces sortes, le nombre moyen des couples actifs contenus 
dans une permutation. 

61. D'après ce que nous avons vu précédemment (51), quand 
on sait le nombre des couples actifs contenus dans toutes les per- 
mutations ordonnées d^une sorte quelconque, il suffit de multi- 
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plier ce nombre par (/i — 4) M pour oblenîr le nombre total des 
couples actifs contenus dans toutes les permutations de cette sorte. 
Si donc nous désignons par <ï>„, X„, V„ les nombres totaux des 
couples actifs contenus respectivement dans les permutations de 
n éléments à segments séparés, à segments imbriqués, à segments 
superposés, nous avons immédiatement 

X;i= (/i- 4)Ux«» 

En effectuant les calculs indiqués, nous arrivons à ces trois 
théorèmes : 

Théorème. — Dans les permutations de n éléments à seg- 
ments séparés, le nombre total 4>„ des couples artifs est donné 
par la formule 

*/!= Y^n!(4n— 6). 

Théorème. — Dans les permutations de n éléments à seg- 
ments imbriqués^ le nombre total X„ des couples actifs est 
donné par la formule 

X«--^ -j^w '.(3/1 — 7). 

Théorème. — Dans les permutations de n éléments à seg- 
ments superposés, le nombre total W„ des couples actifs est 
donné par la formule 

V„=^/i!(3n-2). 

62. Tels sont, pour les trois sortes de permutations, les nom- 
bres totaux des couples actifs. De même que les nombres cp/,, ^n, 
^/2, ces nombres totaux 4>yi, X,,, Wn ne diffèrent entre eux que par 
les binômes J^n — 6, 3/i — 7, 3/i — 2 qui en terminent les ex- 
pressions : ils sont proportionnels à ces binômes. 

D^ailleurs, d'après tout ce qui précède, les formules (61) qui 
les donnent ne sont valables, et même n'ont de sens, que quand n 
est égal ou supérieur à 4* Lorsque n est précisément égal à 4? les 
nombres totaux ^^ et Wn sont égaux entre eux et supérieurs à X',»» 
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Lorsque n est supérieur à 4t on a toujours cette double inégalité 

et l'on voit ainsi que, quand n dépasse 4? c'est toujours dans les 
permutations à segments séparés qu'on rencontre le plus de 
couples actifs, dans les permutations à segments imbriqués qu'on 
en rencontre le moins. 

63. Connaissant pour chaque sorte de permutations le nombre 
total des couples actifs, nous n'aurons, pour obtenir le nombre 
moyen correspondant, qu'à diviser ce nombre total des couples 
actifs par le nombre des permutations de celte sorte. Or, nous 
l'avons fait remarquer (48), ce nombre des permutations a la 

même valeur r n ! dans les trois sortes de permutations. 
En divisant par r/t!, nous arrivons à ces trois théorèmes : 

Théorème. — Dans les permutations de n éléments à seg^ 
ments séparés, le nombre moyen K,, des couples actifs d'une 
permutation est donné par la formule 

K«= 2(4n-6). 

Théorème. — Dans les permutations à segments imbriqués, 
le nombre moyen L„ des couples actifs d^ une permutation est 
donné par la formule 

L«= |(3/i — 7). 

Théorème. — Dans les permutations de n éléments à seg- 
ments superposés, le nombre moyen M„ des couples actifs d'une 
permutation est donné par la formule 

M„= ?(3/i — •;►.). 

64. Ces nombres moyens, on le voit, sont, comme les nombres 
totaux (61), proportionnels aux binômes considérés déjà, c'est- 
à-dire aux trois binômes 

4/1 — G, 3 Al — 7, in — 1. 



Si l'on désigne par A'„^ Z^, nin les rapports respectifs des 
nombres moyens R», L„, M^ au nombre n des éléments de chaque 
permutation, on trouve les trois égalités 






et Ton voit que ces rapports, lorsque n croît indéfiniment, ont 

pour limites respectives 

S G 6 
5' 5' 5' 

c'est-à-dire trois fractions plus grandes que i, dont les deux der- 
nières sont égales entre elles. 

II. — Nombre des couples actifs dans ^ensemble complet 

des permutations, 

65. Nous allons considérer maintenant Y ensemble complet des 
permutations de n éléments, sans plus avoir aucun égard aux 
trois sortes en lesquelles nous les avons partagées. Nous détermi- 
nerons le nombre total des couples actifs contenus dans cet en- 
semble ; puis nous en déduirons, pour une permutation, le nombre 
moyen de ces couples. 

66. Si nous désignons par 0„ le nombre total des couples 
actifs contenus dans toutes ces permutations, nous avons évidem- 
ment 

Or, dans cette égalité, les trois termes placés au second membre 
nous sont connus (61). Nous n'avons donc, pour obtenir 6^ en 
fonction de /i, qu'à remplacer ces trois termes par leurs expres- 
sions respeelives, puis à effectuer l'addition indiquée. En opérant 
ainsi, nous arrivons à ce résultat : 

Théorème. — Dans V ensemble complet des permutations 
de n éléments, le nombre total %n des couples actifs est donné 



par la formule 



e„ = - /il (2/1 — 3). 



67. Celte formule, on le voit, est un peu plus simple que 
celles (61) quÎDOus ont donné <!>,,, X,,, ^'«. Il est évident, d'après 
la façon même dont nous Tavons obtenue, qu'elle suppose 
encore n égal ou supérieur à 4^ et qu^elIe ne subsiste ni pour la 
valeur 2, ni pour la valeur 3. 

A l'aide d'un examen direct, on peut constater que, dans les 
permutations de deux éléments, il n'y a aucun couple actif; et 
qae, dans les permutations de trois éléments, il y a huit de ces 
couples. 

Quoi qu'il en soit, on voit sur son expression même (66) que 
ce nombre total 6„ croît en même temps que l'entier n, d'une 
manière extrêmement rapide. 

68. Pour obtenir le nombre moyen T„ des couples actifs d'nne 
permutation de n éléments, nous n'avons qu'à diviser le nombre 
total %n de ces couples parle nombre total n ! de ces permutations. 
ÎNous arrivons par là à ce théorème : 

Thi^orème. — Dans les permutations de n élémentSy le 
r^ombre moyen T,^ des couples actifs d^une permutation est 
^onné par la formule 

T« = - (2/1 — 3). 

Et cette formule suppose toujours que n soit au moins égal 
«t 4- 

Au reste, d'après ce que nous avons vu plus haut (31), lorsque 
#1 est égal à 2, ce nombre moyen est nul; lorsque n est égal à 3, 

oe nombre moyen est égal à ^- 

69. Désignons par /„ le rapport du nombre moyen T,, des 
couples actifs d'une permutation au nombre n des éléments de 
celle permutation. Nous avons immédiatement 



'-=I('-h)' 



M|(k 
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et nous voyons que, quand n croît indéfiniment, ce rapport tend 

vers la limite -• 

Ce résultat nous en rappelle aussitôt un autre, fort analogue, 
relatif aux séquences. Nous voulons parler du célèbre théorème 
de Bienaymé (*) diaprés lequel, lorsque n croît indéfiniment, le 
rapport du nombre moyen des séquences d*une permutation 
de n éléments au nombre n des éléments de cette permutation 

tend vers la limite -• 

Pour le rapport relatif aux couples actifs, la limite est donc 
juste le double de ce qu^elie est pour le rapport relatif aux 
séquences. 

70. Ce n^est point là le seul rapprochement qu'on puisse faire 
entre la théorie des couples actifs et la théorie des séquences. 
L'un des plus intéressants est celui qui consiste à comparer le 
nombre moyen des séquences au nombre moyen des couples 
actifs. 

Désignons comme précédemment (68) par T,, le nombre 
moyen des couples actifs dans les permutations de n éléments, et 
appelons S,i le nombre moyen des séquences dans les mêmes per- 
mutations. D'après ce que nous venons de voir (68) 

Tn=^(a/i-3); 

d'après ce que j'ai démontré autrefois (-) 

S«= - (2/1—1). 

Cela étant, si nous retranchons le premier de ces nombres 
moyens du double du second, nous trouvons 



Par conséquent : 



2b/| — 1/1 — -r 



(' ) Académie de* Sciences, séance du 6 septembre 1875. 

(') Annales scientifiques de l'École Normale supérieure^ avril t88|. 
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TuÉcafeME. — Dans les perinutations de n éléments, l'excès 
du double du nombre moyen des séquences sur le nombre 

moyen des couples actifs est indépendant de n et égal à ^ • 

De même, si nous divisons T,î par 2 S,,, nous trouvons 

T„ 9, n — 3 ^ 

et comme, dans celte égalité, lorsque n croît indéfiniment, le rap- 
port qui figure au second membre tend vers l'unité, nous pouvons 
ënoncer cette nouvelle proposition : 

Théorème. — Dans les permutations de n éléments, 
lorsque n croît au delà de toute limite, le double du nombre 
moyens des séquences et le nombre moyen même des couples 
acii/s sont deux infiniment grands équix^alents, c'est-à-dire 
deux infiniment grands dont le rapport tend vers l'unité. 

m. — Nouveaux problèmes de probabilité, 

71. Dans ce dernier paragraphe, nous allons nous poser diffé- 
rents problèmes de probabilité, relativement aux couples actifs 
des permutations de n éléments. Nous résoudrons tous ces pro- 
blèmes en nous aidant des résultats que nous avons obtenus dans 
les paragraphes précédents. D^ailleurs, nous supposerons toujours 
c]ue n soit égal ou supérieur à 4* 

72. PiioBLÈME I. — Dans le système des permutations de 
^i éléments, à segments séparés, on prend, au hasard, deux 
éléments d* une permutation quelconque. Quelle est la proba- 
f^ilité pour que ces deux éléments forment un couple actif? 

Le nombre des cas favorables est évidemment le nombre total 
<E>/i des couples actifs contenus dans le système des permutations 
cje n éléments, à segments séparés. Il est donc (61) égal à 

— r /i!(4/i — 6). 

Dans chacune des permutations considérées, le nombre des 
couples quelconques n'est autre chose que le nombre des combi- 
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naîsons simples de n objets 2 à 2, c'est-à-dîre que -n(n — 1)^ ^-^ 

nombre des permulalions de n éléments, à segments séparés, » *^^^ 

autre chose (48) que r/'!. Doue le nombre des cas possibles ^^' 
égal à 

•r n\ n( n — i). 

En divisant le nombre des cas favorables par celui des cas po^ 
sibles, nous obtenons la probabilité cherchée. Si nous la dé$^ 
gnons par ;„, nous trouvons, toutes réductions faites, 



I \n-i\ 



t = - 

5 /i ( /i — n 

73. PuoBLKME II. — Dans le systrmc des permutations d 
n éléments, à segments imbriqués, on prend, au hasard, deu 
éléments d* une permutation quelconque. Quelle est la proba 
bilité pour que ces deux éléments /ttr ment un couple actif? 

Le nombre des cas favorables est évidemment égal à X/,, c'est- 
à-dire (GI) à 

-^ ^1 î ( 3 /* — 7 ). 
I ) 

Le nombre des cas possibles est le même que dans le problème 
précédent (72); il est donc 

, n. n{n — 1 1. 

La probabilité cherchée finj qui est le quotient du premier de ces 
nombres par le second, nous est donc donnée par la formule 

, _ î ^"-7 

r II = V • 

* » n(n — I) 

7i. PivonLÈMK m. — Dans le système des permutations de 
n éléments, à segments superposés, on prend, au hasard, deux 
éléments d* une permutation quelconque. Quelle est la proba- 
bilité pour que ces deux éléments forment un couple actif ? 
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Le nombre des cas favorables est évidemment égal à U^^, c^est* 
à-dire (61) à 

—rnliôn — 2). 
Le nombre des cas possibles est loi»joiirs 

-n\ii{n — i). 
La probabilité cherchée Ç« nous est donc donnée par la formule 

4 3/1 JL 



5 n{n — I ) 



75. Sur les expressions qwe l'on vient de trouver pour Ç/,, 7i,i, 
l^ny on voit immédiatement qne, lorsque n croit au delà de toute 
limite, ces probabilités tendent toutes les trois vers zéro. 

On peut voir aussi très facilement qu'elles décroissent toutes 
lorsque l'entier n va en augmentant à partir de 4- Pour celte pre- 
mière valeur de n^ ces probabilités ont donc chacune leur valeur 
maxima. Le calcul nous donne 



'2 I '> 

^'=y "^^=3' ^^=3' 

^^"75' "^'-Tb' ^'-^' 



76. Problème IV. — Dans l'ensemble complet des permu- 
talions de n éléments, on prend, au hasard, deux éléments 
d'une permutation quelconque. Quelle est la probabilité pour 
que ces deux éléments forment un couple actif ? 

Le nombre des cas favorables est évidemment le nombre total Su 
des couples actifs contenus dans l'ensemble complet des permuta- 
tions de n éléments. Or, nous l'avons vu (66), ce nombre 6„ est 
égal à 

-n!(a/i — 3). 
Dans chacupe de ces permutations, on peut prendre autant de 
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couples d'éléments qu'il y a de combinaisons simples de n objets 
2 à 2, c'est-à-dire - n(n — i). Le nombre total de ces permutation!»^ 
est n !. Donc le nombre des cas possibles est égal à 

- n\n(n — i). 

La probabilité cherchée t,, nous est donc donnée par la for- 
mule 

4 2/1 — 3 



" 3 /l(/l — 1) 

77. Cette expression de t,, nous montre immédiatement que, si 
n croît au delà de loute limite, T/, lend vers zéro. 

Elle nous permet aussi de démontrer aisément que, si n croît 
constamment à partir de 4i cette probabilité T/i va constamment en 
diminuant. Sa valeur maxima se présente donc lorsque n est égal 

à 4 ; cl]e est elle-même égale à -• 

Au reste, toutes ces propriétés de la probabilité T/i se dédui- 
raient facilement de celles des probabilités Ç/i, T\ny ^n- Cette pro- 
babilité-là est, en effet, liée à celles-ci par l'identité 

X;,= 5 , 

laquelle se vérifie sans peine à l'aide du calcul, mais peut aussi 
s'établir a priori par un raisonnement très simple. 



SUR L'HTPOHERMITIBlf ; 
Par M. Léon ÂDTOfiifE. 



INTRODUCTION. 



Dans le présent Travail, je me propose de continuer et c 
généraliser les recherches commencées dans mon Mémoire Si 
CHermitien (•) {Rendiconti du Cercle mathématique 
Palerme, 1902) et, partiellement, dans ma Note Sur les grou^ 

(' ) J'y renverrai par une indication comme celle-ci, par exemple {loc, cit,, 
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linéaires réels et orthogonaux {Bulletin de la Société mathé- 
matique de France, 1902). 

Les méthodes, les notations, la terminologie, employées dans 
ces publications seront conservées. 

Une matrice /?-aire hermitienne 

A = [ajk\ (ji ^* = i»^> ••.»/>) 
a été définie par une double propriété : 

I. A=A.', c'est-à-dire aj/(= a^j» 

II. L'expression réelle X = A (x, x) est toujours X > o. 

Le déterminant | A| est alors ^o. 

Supposons X^o. Alors l'hermitîenne devient, par définition, 
hypohermitienne ; |A| = o, et il faut envisager le rang q de A. 
Si, dans |A|, tous les (/> — q — iy*»«« mineurs s'évanouissent, 
tandis qu'un au moins des {p — ^)'^™''' mineurs, déterminants à 
y* éléments, est ^ o, alors q sera le rang (Pascal, Détermi- 
nanten^ p. 192, édition de Teubner, 1900). 

Les hypohermitiennes % partagent presque toutes les pro- 
priétés des hermitiennes. Voici l'énumération des principales : 

L 

Toute % est canon/sable et possède au moins une canon!-- 

santé unitaire. 

II. 

A toute J3t correspond une et une seule hypohermitienne 

Il = J31'"='VJI, telle que ÎJ'»=z J3t, m = entier positif. ^ et % 

ont le même rang, 

III. 

Toute J3t peut être engendrée par le procédé J3t = aa', où 
a est une matrice p-aire de rang égal à celui de J3t. Pour 
3k donné, a est obtenue par la formule 

1 
a = 31* U, y = unitaire plaire arbitraire. 

Tous les résultats précédents subsistent quand % devient une 
uxi. 10 
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hypohermitienne réelle elU. Seulement, au Heu des uoitaires, inter- 
viennent des substilulions W orthogonales réelles. 

IV. 

Toute X est symétrique. Pour qu!une matrice p-aire réelle 

et symétrique X soit hypohermitienne, il faut et il suffit que 

la forme quadratique 'X>{t, t) soit >o pour toutes les valeurs 

réelles des t. 

V. 

Toute X est canonisable et possède au moins une canoni- 
sante réelle et orthogonale. 

VI. 

A toute X correspond une et une seule hypohermitienne 

réelle iJiî = X"'= y/X, telle que iil)'"= X; m = entier positif 
X et iJb ont le même rang q. 

VII. 

Toute X peut être engendrée par le procédé X = 99^ où 
9 est une matrice p-aire, de rang q, réelle. Pour X donnée, 
9 s^ obtient par la formule 

9 = JuHv, W = arbitraire. 

Un résumé des présentes recherches a paru dans les Comptes 
rendus (g mars igoS). 

Dans lin autre travail, je montre quel rôle important jouent 
les hypohermitiennes réelles X dans la Géométrie : i® des sys- 
tèmes de sphères, 2® des substitutions linéaires, orthogonales et 
réelles. Ce travail, intitulé : Sur la décomposition d'une substi- 
tution linéaire, réelle et orthogonale, en un produit d'inver- 
sions, est paru dans les Annales de l'Université de Lyon (igoS). 
Un résumé en a été inséré aux Comptes rendus (18 mai igoS). 



HYPOHERMITIENNES COMPLEXES. 

!<> Soit 

A -[ajk] (yV'A = 1,2 ,/>) 

une matrice />-aire de rang q. Autrement dit, dans le détermi- 



H 
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nant |A|, tous les {p — q — i)»*™" mineurs, déterminants à 
(^4-1)2 éléments, sont nuls, tandis qu'un au moins des 
(^p — ^yèmes mineurs, déterminants à y' éléments, est différent 
de zéro. 

Assujétissons A à une double condition. 

D'abord faisons ajk= cikj^ c'est-à-dire A r— A. Alors l'expres- 
sion 

sera réelle, car 



X = X{t,x) = A(a?, x) =■ X'{xj x) = X. 

En second lieu, pour tout point a:, X sera positif ou nul, mais 
jamais négatif, X^o. 

On exprimera cette double propriété en disant que Texpres- 
sioo X est un hypohermitien et que la matrice A est une hypo- 
hermitienne. 

L'hermitien, X > o, est un cas particulier de l' hypohermitien, 
X>o. 

2" Effectuons le changement de variables j: = R[5], |R| 7^0, 
c'est-à-dire posons 

^j = 2 'VA-^A-, R = [rjk]\ 

k 

X devient 

X = A(R[^], K[i]) = K'AR(^,i) = Z. 

Z est encore un hypohermitien, puisque 



(R'ARy=R'AR, car A'=A. 

D^ ailleurs, pour tout^r, X^o, et Z^o pour toutr. 

A e^ B = R' AR ont le même rang q. En effet, dans |A1 et |B|, 
les mineurs de même ordre forment deux systèmes J?l et JP de 
même degré; on passe de l'un à l'autre par une coUiiiéation ^. 

1^1 est une certaine expression monôme eu |R{ et |R| et, par 
conséquent, | ^ | ^ o. Tout cela résulte de propriétés bien connues 
des déterminants, qu'on trouvera, par exemple, dans le Traité 
déjà cité de M. Pascal, pages 83 et suivantes. % ei9 ne peuvent 
avoir tous leurs termes nuls pour l'un sans que tous les termes 
de l'autre système le soient aussi. A et B ont donc même rang q. 



3^ Soient A, B, . . . diverses hypohermitienDes ; A|, B|, ... 
ce qu'elles deviennnent par le changement R de variables : 

A,= R'AR, B,= R'AR, ...; 

si Ton veut que 

A|B,= R'ABR, 

il suffira de prendre R unitaire, RR' = E. C'est ce que l'on fera 
constamment, quand on aura à traiter des produits de matrices, 
h}^poIiermi tiennes ou non. Autrement dit : les changements de 
variables seront toujours unitaires. 

4® I-ia matrice-unité E est faermitienne; la matrice C'C sera 
hjpohermitienne, quelle que soit la matrice C, /7-aire, mais de 
rang quelconque. En effet, d'abord 



(C'Cy=G'C. 

Nommons en second lieu, C£ ce que devient, pour ^ = C[:;], 
rhermitien E (ar, x). Il viendra : 

€ = E(C[;;], G[z]) = G'CUI), 

Alors: C^o, si C[x;]7^ o, et C = o, si C[-5] = o, pour |C| =r^ o. 
Mais, pour aucun ;s, C <C o. 

Nous verrons plus loin si loule hjpohennllienne peut être 
obtenue par ce procédé. 

5** U équation caractéristique (D 

IpE — A| = o 

de Vhypohermitienne A na que des racines réelles et non 
négatives. 

Soit p une racine de (D. (1 y aura au moins un point x tel que 
Alors 



OrX^o et p^o. c. q. f. n. 
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Pour que A devienne hermîtienne, il faut et il suffit {loc. 
cit., 19**) que | A| ^ o. Donc les hermitiennes sont celles, parmi 
les hypohermitiennes, pour lesquelles le rang q est égal à 
tordre p. 

6® Théorème. — Toute hypohermitienne est canonisable et 
admet au moins une canonisante unitaire. 

La démonstration est sensiblement la même qu^au 22® de mon 
travail Sur Vllermitien. 

Si ;d = i, rhypohermitienne A. est canonique forcément et 
admet la canonisante unitaire unité. 

Je dis que si le théorème est vrai pourjt? — i, il est vrai aussi 
pour/>. 

Soit p une racine, nulle ou non, de l'équation caractéristique (D* 
Nommons (o un point tel que (coy étant les coordonnées de co) 

k 

L'intervention d^uue unitaire convenable permettra de faire 

«yp=o> ^pp—9 (y = i>^» •••»/> — !)• 
En vertu de A' = A (1") ou ayA= «*y, il viendra 

apy=o et A(a?,j^) = a(a?,j^)-^pjrpj^p, 

a étant une matrice (/> — i)-aire, obtenue en supprimant dans A 
les p**"»«« ligne et colonne ; a est hypohermitienne, car a (ar, oc) 
n'est pas autre chose que X = A (a:, oc)y quand on fait 

X p = Xp = o. 

Nommons R une canonisante unitaire (/? — i)-airedea. R existe 
par hypothèse. L'unitaire jE?-aire ^ telle que 

a(ar, y) = R(ar, y) -h Xpyp 
sera évidemment une canonisante pour A. c. q. f. n. 

7® Soient R une canonisante unitaire et Ao la forme canonique 
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correspondanLe de rhypohermitienne A. On aura, q étant le rang 
de A, 

A=R-iAoR=R'AoR; P^^(x, y)r=z^KrXryr, 

r 

r= 1,2, ..., q\ K,.r= quantité positive (5"). 

Réciproquement : 5i, dans une matrice canonique de rang q, 

r 

les coefficients K sont positifs, la transformée 

A = R-«AoR= R'AoR, 

par une unitaire quelconque R, sera évidemment une hypo- 
hermitienne de rang q. 

En effet, Ao est, pour Y%.r>o, une hypohermi tienne, et aussi A, 
en verlu de 2®. 

En particulier sera hypohermitienne, pour un exposant réel 
quelconque 7, la canonique To, telle que 

r 

K^ étant la puissance dVxposant o-, calculée arithmétiquement. 
K^ sera un nombre unique et positif, même si 7 est incommen- 
surable. 

La matrice T = R*' ToR sera hypohermitienne. 

Faisons <t = Tentier positif m ; To = AJ*, T = A*" est hypoher- 
mitienne. 

Faisons 9= —y m entier positif; on aura 



m 



Tj«=Ao et T"«=A. 



On va voir que T est la seule hypohermitienne dont la puissani 
^ième reproduise A, de sorte qu'on pourra écrire sans ambigui 

8** Lemme. — Soit V hypohermitienne a, telle que a" = 
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n = entier positif: on a 

a = o. 

II suffit, pour le voir, de canoniser a. 

9® Théorème. — Soient une liypoher mi tienne A et un entier 
positif m. Il y aura toujours une et une seule hypohermi- 
tienne B, telle que B'" = A. A (»/ B ont le même rang q. 

D^abord l'hypothèse B = A*^ entraîne 

BA = A*» A = A*"-^» = AA"« = AB. 

A et B sont échangeables. 

Prenons A canonique et écrivons 

/ 

Mettons en évidence les coefficients /y égaux en posant 

^ = ai-i- «j-f-, . . ; /y=o, poury>^. 

Les K sont des nombres positifs tous distincts. 
Posons ensuite 

•' = » 



ile façon qu'il vienne 

A(J?, ^) = K,Ei -r- K,E,-f- K3 E,-h . . . . 

Quant à la matrice hjpohermitienne B, elle devra être supposée 
quelconque : 
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La condition AB = BA donne 

d'où 

bjk = o ou tj — /a- = o. 

Par conséquent. 

Faisant B'"=: A, on aura 

»7»=K,E„ »î'=K,E,, ..., û'" = o. 

Chacune des matrices J0|, III29 ...9 û [ai-aire, a2~A^<*6, ..., 
(/> — 5r)-aire] est hjpohermitienne, car 9% {xj x), par exemple, 
est ce que devient B [Xj x) pour 

^a,H-i = . . . = a?p = o. 

Alors (8**) la matrice {p — gr)-aire s'évanouit, û = o. Les 
hypohermitiennes JD|, lia, ... ont leurs |J9| |, jlBsl, ... égaux à 

Km \rm 
1 » *^« > • • •» 

respectivement, c'est-à-dire ^z^ o. Ainsi JB|, JP2) • • . sont des her- 
mitiennes et (toc. cit,, 24** et 2o*^) 

•i=K|*E|, Si^K^Ej, .... 

Ainsi B est unique; c'est la matrice T déjà construite au 7®. 

B a ^ pour rang. c. q. f. d. 

L — 

On écrira B = A*" ou y/A = racine m**"* de A. 

En résumé, les hjpohermitiennes se comportent comme les 

hermi tiennes {^loc, cit., 25**). 

10** Je vais revenir maintenant au procédé signalé au 4*^ pour 
la génération des hypohermi tiennes et résoudre le problème que 
\oici : 

Soie une hypohermitienne p-aire % de rang q\ construire 
les matrices p-aires A de rang q*, telles que 51 = AA'. 



% 
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H® Lemme auxiliaire. — Soient, entre p variables xj, 
/ = I, a, . . ., />, des équations distinctes au nombre de q' 

Moyennant un changement unitaire de variables xjy F peut 
toujours être remplacé par un système équivalent 

( Fo ) a?i = ^t = • • • = ^q' = ^' 

Les q' équations F sont équivalentes à Féquation unique 
(I Cr I = module de Cr), 

r r rjk jk 

y^Jk= Z.CrkCrj' 



r 



La matrice />-aire A= [Xy*] est hypohermi tienne. En effet, 
d*abord 

^y* = ^ ^rk CrJ = ^kJ C t A' = A • 



r 



Puis, en vertu de sa formation même, l'expression réelle 

A(j:, x) ne peut devenir négative. 

Transformons les x par une canonisante unitaire de Phypolier- 
mi tienne A. Gela revient à faire : 

Xy* = o pour yV^; 

Xyy = o pour J>q'; 

\jj = Ij pour r=jèq\ avec /y positif (6* et 7"). 

Alors 

A{x, x) =2 IrXrXr = ^h\^r\*=0' 

r r 

Le système F est équivalent, puisque les q' coefficients Ir sont 
positifs, aux q' équations lr\xr\^= o^ c'est-à-dire aux q^ équations 

^r = o. C. Q. F. D. 

F est identiquement satisfait pour X| =• • . = â:ç -= o, ce qui 



\ 
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enlralne 

Crj = o pour y > q', 

12^ Revenons maintenant au problème du iO° et aux matrices 
3i et A. 

Si A= [^jk]', avec le rang qr', les p équations 



o=2«yA 



^A 



se réduisent à q' distinctes. En vertu du lemme du 11°, il sera 
licite de supposer que ces q' équations sont :ri =• . .=jc^'=o, 
ce qui fera (11** in fine) ajk = o^ pour k>q^. La matrice A aura 
ses/? — q' dernières colonnes composées de zéros. C'est ce qu'on 
indiquera par la notation 



9' 



o 
o 



q p — q 



= A. 



Posons, ce qui n'est ni plus ni moins général, A==DB, où la 
matrice />-aire D a son | D | ^z^ o. Il est évident que la />-aire B a 
encore ses/> — q* dernières colonnes composées de zéros. A et B 
ont même rang 5r'(2®). 

13" La relation J3t= AA' devient 

5l = DBB'D' = DBD' 

où JB est Vhypohermitienne (iP) BB'. 

Prenons pour D une canonisante unitaire de J?l, dont ^o sera 
la forme canonique correspondante, 

5lo(^,r)= ^|a?i^i-^----^ ^J^7^7» ^1» ..., /^ = réels. 

Il viendra 

5l = D5loD-« = DBD^, 

carDD' = E par unitarité. De là on conclut que 
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, Si B = [bj^], il viendra, en idenlifiant BU' avec Si^, 

^^ya^Aa = o pour J 9^ k, «=1,2,...,/?. 

a 

2^ya^ya=2l^ya|' = o pour y>^. 

a a 

Alors bja= o pour y >• q. La malrice B a ses p — q dernières 
lignes composées de zéros, et le rang q' de B ne peut dépasser le 
rang q de J3t, q'^q* 

14® Faisons d'abord q^ <C^q* On pourra alors écrire, avec une 
notation analogue à celle du 12", 



p — q 



Uî> o 
^f o 
o o 



o 
o 
o 



q q^q p^q 

OU : 
ilî> est une matrice ^r'-airej 
$ est un Tableau composé de qr — y' lignes et de y' colonnes, etc. 

Il viendra de même 



B = 



000 
000 



5lo = 



a o o 
000 



ou : 



Db' est la malrice transposée, imaginaire conjuguée, de la matrice 
çr'-aire iil ; 

^ est le Tableau transposé (les lignes écrites comme colonnes et 

réciproquement) du Tableau ^, tandis que les éléments du 

Tableau <!?, à y — q^ lignes et q[ colonnes, sont les imaginaires 
conjuguées du Tableau Ç; 
a et JU sont des matrices, qr'-aire et (qr — 5r')-aire respectivement, 
telles que (13") 



5 = 1 



Un Tableau, tel que î, est une malrice où plusieurs lignes, 
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ou plusieurs colonnes sont composées de zéros. On peut donc, 
sans théorie supplémentaire, parler de la multiplication des Ta- 
bleaux, soit entre eux, soit avec des matrices. Il est évident que 
si un produit de deux facteurs, où l'un est un Tableau et l'autre 
une matrice à déterminant ^ o, est nul, le Tableau est nul, c'est- 
à-dire formé exclusivement de zéros. 

Sous le bénéfice de ces explications, un calcul simple donne 



BB' = 



o o o 



= ^ù = 



a o o 

o e/^ o 



et, en identifiant, 



a = iW/, d'où I iJÎ> I ^ o, car | a | jx^ o; 

lft>5?' = o, d'où $' = o et ^'=o, car IHKIf^o; 

X = 99' = G, ce qui est absurde, car | «A» | f^ o. 



L'hypothèse g' =^q est ainsi forcée. 

15® Supposons donc q'=q; cela revient à $ = al, = o; il reste, 

pour l'identification, à faire a = iP«>\lb'; a est une hermilienne 
^-aire ; on a ainsi 



■^ ' ■« = (a-Mll,)(a"»'\ll,), 



E = a *ill>\lb'a 
a 'ilb = Funitaire y-aire w. 

Je dis que l'on peut toujours trouver une unitaire p-aire U, 

telle que BU-« = J3tJ. 

En effet, en vertu de ce qui précède, 



ç p^q 



B = 



i 



o 
o 



q 
p 



— q 



tandis que ^2 = 



a- 



o 
o 



il suffit de prendre U telle que 



• u(^,r) = «(-^f) •••» *^;ri-'--'»r^)-»-^^-»-i^^-Hi^----+-*/»r/" 
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D^ailleurs^ toute matrice 



1 

B = 5lj U, U = unitaire quelconque, 



fournit l'hypohermîlîenne JSIq P^r 'e procédé BB . 

16® De la canonique JSIq revenons à rhypohermi tienne géné- 
rale 3i. On a la proposition suivante : 

Théorème. — Pour J3l donnée, ta formule générale des ma- 
trices B, telles que 3i = BB', est B = J3l' U. 

Si, ce qui n'est ni plus ni moins général, on pose B = P , la 
formule devient 

et coïncide avec celle des hermitiennes {loc, oit,, 28", for- 
mule P^Uy/H). 

\1^ Dans la présente anal}^se, je me suis préoccupé surtout 
d'établir rexislence et d'étudier les propriétés de l'hypohermî- 
tienne JSi, d'une canonisante U unitaire de J9l, de la forma- 



tion 3i'"z=î/A. 

Gomment conslruira-t-on efleclivement JJt*" et U? 

Si l'on possède la forme canonique j3lo ainsi que U, le raison- 

nement du 9"^ donne immédiatement 3i"* sous forme canonique, 
puis grâce à U sous forme non canonique. 

Comment se procurer, pour 3i donnée, la canonique Jîto? 

Les coefficients de JSIq sont immédiatement donnés par la réso- 
lution de l'équation caractéristique CD. Le nombre des racines 
nulles de CD fait connaître le rang q. 

Quant à la canonisante unitaire U, elle se laisse calculer de 
proche en proche (pour les ordres p, p — i, p — p., . . .) par le 
procédé du Ql^y dès qu'on sait résoudre le problème suivant : 

Construire une unitaire U, qui amène un point donné sur 
un autre point donné, savoir, dans l'espèce, sur le point 

af] r= . . . = ÛTp—i = O, Xp = 1 . 



Or ce problème est traité d'une façon complète au Chapitre I 
du Mémoire : Sur l^Hermitien. 

Bref, pour une hypohermi tienne donnée %^ les formations 

U, 5lo, ^^ 
doivent être considérées comme connues. 

Hypohermi tiennes réelles. 

18" Si l'hjpohermî tienne A = [cijk\ est réelle, ajk = ajk^ on a 
A = A' .= A et A est symétrique. 

Théorème. — Pour qu*une matrice réelle et symétrique A 
soit hypohermitienne, il faut et il suffit que la forme quadra- 
tique à variables réelles 

jk 

ne devienne jamais négative, 

La condition est nécessaire, car X = A(j;, a:)^o (1**) pour 

tout X et, en particulier, pour x = x = t. 

Récîproquemenl, posons x= u -{- iv^ u et v étant réels. On 
aura, à cause de la symétrie de A, 

k(x^x) = A(m -h tV, u — iv) — A(m, u) -+- k{Vy v) 
et 

X = A (a?, a:)^o, 

puisque A(ii, u) et A((', r)^o. 

Je n^nsisterai pas davantage sur la théorie, aujourd'hui bien 
connue, des formes quadratiques f{t). Si le rang de A est q^ 
f{t) sera la somme de q carrés positifs, etc., etc. 

Pour une matrice U réelle, U = U, la condition d'unitarité 

UU = E devient celle d'orthogonalité, ULI'= E. Toutes les pro- 
positions précédentes, concernant les hypohermitiennes, sub- 
sistent à condition de remplacer les unitaires U par des substitu- 
tions W réelles et orthogonales. «A» désignera une hypohermitienne 
réelle. 
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19® Théorème. — Toute X est canonisable et admet au 
moins une canonisante W. 

La démonstration du 6° subsiste, car, p et ajk étant réelles, les 
quantités o)y seront réelles aussi; rintervenlion d'une W met A 
sous la forme 

A(^>^)= 8(ar, ^) -h pa?;,j^p, a = réelle, .... 

20® Théorème. — Pour toute X il existe une et une seule 
hypoher mi tienne réelle ifi», telle que 1113'"= X^ m = entier 
positif. 

La démonstration du 9" subsiste. La forme canonique X^ de X 
ne contient pas d'imaginaires et la construction de 1)1» ne saurait 

en introduire. iJl» = •1»'"== *\/x. 

âl** Théorème. — Toute X peut être obtenue par le procédé 

X^9<S'\ 

pour X donnée, la matrice réelle 9 s^obtient par la formule 
$ = X^W, W = arbitraire. 

Toute Tanaljse précédente (10° à 16°) subsiste sans sortir du 
réel. 

Dans le lemme du 11", on envisagera rhypohermitienne réelle^ 
telle que 

4^(ar, a?) =^ CJ, Cr=Cr, ... 

r 

22° Le calcul effectif, pour une hypohermi tienne réelle don- 
née Xf des formations 

JU'", X^ ou forme canonique, 

.W ou canonisante réelle et orthogonale, se fait par les procédés 
du 17° et ne présente aucune difficulté. 

Les matrices réelles X*", Xq^ W doivent être considérées comme 
connues, dès que X est donnée. 
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SUR UNE PROPRIÉTÉ DES MOUVEMENTS DUS A UNE FORCE CENTRALE; 

Par M. C.-A. Laisant. 

Reprenant une qtieslion que j'avais traitée il 3' a fort longtempSi 
et avant remarqué qu^elie se prélait à une généralisation assez 
étendue, j'ai donné récemment, dans les Comptes rendus de 
V Académie des Sciences^ une courle Noie contenant une pro- 
priété des orbites fermées décrites sous Faction de forces cen- 
trales. 

Depuis la publication de celte Note, j'ai remarqué que la pro- 
priété est applicable à un arc quelconque de la trajectoire (fermée 
ou non). Voici l'énoncé de la proposition ainsi généralisée : 

Soit Mo M un arc de la trajectoire d^ un point matériel sa/- 
licite par une force centrale, S étant te centre des forces; con- 
sidérons le centre de gras^ité G de l'arc de courbe MqIVI, la 
densité en chaque point étant inversement proportionnelle à la 
vitesse; soit en outre O le centre de gravité du secteur S Mo M; 

on a SG = - SO, les trois points S, O, G étant en ligne droite. 

Quant à la démonstration, elle peut être présentée sous une 
forme qui la rend presque intuitive. 

Si nous représentons en eirct par M le vecteur variable SM, on 
peut exprimer SG par la formule 

l'intégration étant failc dans les limites convenables, et Tinstant 
origine étant celui oCi le mobile se trouve en Mo- 

De même, en appelant a- l'aire variable du secteur, son centre 
de gravité aura pour expression 

SO = 1 1^^- 

Mais, puisqu^il s*agit d'une force centrale, en vertu de la loi 
des aires, on a 0- = A/, rfo-= A*rf/, et par conséquent SO =^50 

ou SG :=-S0. 

•À 
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MÈMOIKES ET COMMUNICATIONS. 



SUR L'APPROXIMATION DES NOMBRES RÉELS PAR LES NOMBRES 

QUADRATIQUES; 

Par M. Emile Borel. 
Les nombres quadratiques sont les nombres de la forme 

■ > 

c 

a, 6, c désignant des nombres entiers dont les deux derniers 
peuvent être supposés positifs. Pour rechercber les nombres qua- 
dratiques différant peu d'un nombre donné x, il revient au même 

de rechercher les nombres delà forme a±\/b qui diffèrent peu 

de ex. Si l'on se borne d'abord aux nombres de la forme a -h yjby 
OQ voit que, a désignant un entier positif ou négatif, les nombres 

^ et ex écrits dans le système décimal ont des parties décimales 
très peu différentes. 

On est ainsi conduit à ranger les nombres lels que \/b^ c'esl-à-dire 
les racines carrées des nombres entiers, d'après l'ordre de gran- 
deur de leur partie décimale. Ce travail ne présente aucune diffi- 
culté et est même très rapide, si l'on fait usage d'une Table de 
racines carrées; j'ai utilisé celle de Barlow. 

Je publie ici, sans commentaires, la liste des racines des 5oo pre- 
miers nombres (les carrés parfaits exclus), rangés par ordre de 
grandeur des parties décimales; la disposition même que j'ai 
adoptée suggérera des remarques qu'il est inutile d'énoncer. Signa- 
lons cependant l'existence de lacunes au voisinage des fractions 
irréductibles simples, lacunes d'autant plus étendues que ces 
fractions sont plus simples. 

Parmi les applications d'une telleTablc, on peut citer la rechcrchiî 
très aisée de quadratures approchées du cercle et de rectifications 
approchées de la circonférence. Si Ton cherche à insérer dans la 

Table les multiples de t, on trouve que Hir y est très voisin de y^^'-^îj» 

XXXI. I I 



on a 



On obtient 
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^/22() = l5,l32 7460. . .. 
~ = 3,141 5932..., 

ir = 3,141 5926. . .. 

, , . , , I O -+- V'I'àQ ^ I 

L erreur commise en prenant pour Tria valeur -^ — * est donc 

environ d'un demi-millionième. Si l'on remarque que Ton a 

229 = 225 -^ 4 ~ 1 5* -H 2*, 

on obtient aisément une construction géométrique très simple de 
la valeur approchée considérée, qui peut s'écrire 



i[/m 



- -+- -1/ I — I -^-I. 



Je me propose de revenir sur la question d'approximation des 
nombres réels par des nombres quadratiques; je me contente de 
signaler ici, en terminant, une difficulté qui se présente lorsqu'on 
veut définir les nombres quadratiques, en général, difficulté ana- 
logue à celle qui résulte de la double défmition des courbes algé- 
briques, en coordonnées ponctuelles et tangentielles et qui se 
présente dans bien d'autres questions. 

Gomme nous l'avons dit, tous les nombres quadratiques sont 
définis par la formule 

(1) ^=-7-' 

OÙ a, 6, c sont des entiers; le nombre x vérifie l'équation du 
second degré, 

(2) c^x* — -xacar -♦- a*— 6 = o. 

Il est clair que si «, 6, c sont quelconques, les coefficients de 
cette équation n'auront pas, en général, de facteur commun ; si 
on les désigne par A, B, C, on voit que le nombre x défini par 
la formule (1) vérifie une équation de la forme 

(,3) \xi-^Bx-hC=o, 
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dont les coefficients A, B, C sont d'un ordre de grandeur qui est 

le carré de l'ordre de grandeur de a, y/6, c. 

Si, inversement, on se donne l'équation (3), on en déduit 



^^^ '^ = ÏÂ = —7—' 

c'est-à-dire une expression analogue à (1), mais dans laquelle a' ^ 

y/6' et c' sont de l'ordre de grandeur de A, B, C. Dans le cas où 
l'équation (3) est identique à Téquation (2), l'expression (4) ne 
devient identique à (i) qu'après la suppression du facteur 2c 
commun au numérateur et au dénominateur; mais si A, B, C sont 
quelconques il n'y a pas, en général, de facteur commun au nu- 
mérateur et au dénominateur de l'expression (4). 

Il est clair qu'il n'y a là aucun paradoxe, mais simplement la 
nécessité de définir nettement, dans chaque recherche particulière, 
ce que l'on entend par une irrationnelle quadratique générale; 
on peut la considérer comme définie par la formule (i) et regarder 
comme ca^/>ar/ifci//ierlecasoù, dans l'équation (2), les coefficients 
ont des facteurs communs; ou, au contraire, la regarder comme 
définie par l'équation (3) et regarder comme cas particulier^ le 
cas où la formule (4) peut se simplifier par la suppression d'un 
facteur commun à A et B, figurant au carré dans B^ — 4 AC. 



000 à 039. 



/485 = 22,022715 ) 

^442 = 2I,02379r)O 

v/401 = 20,0249844 

v'Së?. = 19,0262976 

/325 = 18,0277564 
/29Ô= 17,0293864 
v/257 = 16,0312195 

V'^226= 15,0332964 

/»97 = 14, 0356688 
/170 ^ i3,o384o48 



/i45 = 11,0415946 
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040 à 079. 



|/Tm = ii,o4S36io 



V/48C = 22,0454077 



v/443 = 21 ,0475652 



^101 = 10,0498756 



V/4Ô2 = 20,0499377 



V'353 = 19,0525589 



|/8^ = 9,o55385i 



\/326 =. 18,0554701 



/291 = 17,0587221 



^/65 = 8,0622577 



V^258 = 16,0623784 



^227 = 15,0665192 



^487 = 22,0680765 



5o = 7 10710^78 



1/198 ='14,0712473 



v/444 = 21,0713075 



1/171 = 13,0766968 



v/4o3 = 20,0748599 



v/364 = 19,0787840 



/»9y " 11,1067300 



- 162 - 

080 à 119. 



y/:i7 = ('), 0827625 



y/746 = I2,o83o46o 



v/327 =rz lg,o83l4ll 



v/458 = 22,0907!«20 



v/i23 = 11,0905365 



y/jj3 = (),Ilo43iO 



v/328 = 18,1107703 



y/292 = 17,0880075 



v/365— 19,10497^^' 



\/445 = 21 ,0960231 



v/259= 16,09347^9 



v/26 = 5,0990195 /ïô^. - 10,0995049 /^ = 1^,0996689 V/4Ô4 = 20,0997511 



/Î72 = 13,1148770 



v/489 = 22,11 334 



44 



/293 = 17,11 724-28 
v/44Ô = 21, 1187121 



- 163 - 

120 à 159. 



17 = 4,ia3io56 
V^66 = 8,i24o384 /Î47 = 12,1243557 v^'ÛGo = 16,1245 1 55 /4o5 = 20,1246118 



v/366 = I9,i3ii265 
^M9 = i5, 1327460 



v^a-î = 11,1355287 v^ 90 — 22,1359436 



/329 — i8,i383j7I 



/5Ï = 7, 1414^84 

V^aoo = i4, 1421356 /447 = 7.1 ,i4'^3745 



^io3 = 10,1488916 



V^i73 = 13,1529464 



v/'^6i = 16,1554944 

/367 = 19,1572441 
^491 = 22,i585i98 



v/î^ = 17,1464282 



v/4o6 = 20,1494417 



- 166 - 

240 à 279. 



V^i8 = 4, 24*16407 
v/39 = 6,2449980 

v/68 = 8,2462113 
\/l5Ô= 12,2474487 
yfïùi = 16,2480768 



/rô5 == io,24685o8 
V^^2Ô3 = 14,2478068 
v/333 = 18,2482876 \/Jw = 20,2484567 



v/495 = 22,248 



1/452 = 21, 26029 1 6 
v/371 = I9,26i36(>3 
v/298 = 17,2626765 

V^233 = 15,2643375 

/r76= 13,2664992 



V^i27= 11,2694277 



v/86 = 9, 2736185 



^496 = 22,2710575 

^JTi = 20,2731349 

V^334 = 18,2756669 



/i65 = 16,2788206 



;V53 = 7,2801099 



- 167 - 

280 à 319 



/335 = i8,3o3«o52 
/777 = i3,3o4i347 



/•2o4 = 14,2828569 



v/453 = 21,283-967 



v'^ïTî = 12,2882057 



^^372 = 19,2873015 



^i8 = 5 , 29 1 5ovî6 
1/497 = 22,2934968 



/Ï99 = 17,2916165 



^106 = io,29563oi 



/47i == 20,2977831 



v/234 = i5,297o585 



^69 = 8 , 3066239 



/454 = 21,3072758 



v/266 = i6,3o95o64 



v/373 =: 19,313207g 



V^i28 = ii,3i37o85 



/îl = 3,3166248 



v/498 = 22,3i59i36 



V^2o5 = i4,3i7^'-Ai> 



— 16« - 

320 à 359. 



\/4Ô = 6,3245553 



|/87^= 9,3^73791 
v/i52= ia,3a88a8o 
v/235= 15,3297097 
V^336 =18, 33o3o28 ^455 = 21, 3307290 



v/499 = 22,3383o79 
V^374= 19,3390796 
1/267 = 16,3401346 
/r78= i3, 3416641 



/ÎÔ7 = 10,3440804 



v/54 = 7,348469a 



/Tî) = 4,3588989 



v/414 -20,346989g 



/3oi = 17,3493516 



V^âÔ6= 14,3527001 



^3oo = 17,320 
v/4i3 = ao,32Q 



v/455=ai,354 



/T29= 11,3578167 /337 = 48,357! 



^^ = 22,3606798 



- 169 — 

360 à 399. 



V^ = 8,3666oo3 



V^ ='9,364916; 



V^M.-. 15,8622915 



153 = 12,3693169 

\^^ = 16,3707055 

i^ = 20,3715488 



•45^ 

/Ï79 



= 21,3775583 
^ 17,3781472 
^ 13,3790882 
= 9,38o83i5 



V^'SSâ = 18,38477 



63 



207 = 14,3874946 



V^ = 5,385 1648 



/«tS= 10,3923048 
*^ = i5,39i'8o4{ 
/Tï^i ^- <",396^>78i 



/*;<> - 19,3907194 



- 170 - 

400 à 43». 



V^455 = 21,4 >o9346 



v/Î3Ô= 11,4017543 /ji6<) = 16,4012195 

\/4Î = 6, 4031242 



V^ÎÏq = 18,4119526 



/I = i,4i42i36 



v/417 = 20,4205779 



/4'>9 = 21,1242853 



/208 = l3,422205l 



v/238= 15,4272486 



}/vjo~ 16,4316767 



v/Jai = 17,4355958 



v/34Ô= 18,4390889 



/3o3 = 17,4 



/Ï54 = 12,. 



/3^ = 19,4164878 /78^= i3, 4 164079 |/5Î = 7, 



/71 = 8,^ 



/si) = 9,4 



,449i«9: 



, = 4,47»' 



16» 



- m — 

440 à 479. /T^ = to,44o3o56 



*l 



^ = 5,47:"^* 



^i = i9,44w»- 






^ = 11,4455*3. 



^3 » «,4498996 



^:ïS^=i4.45683'.'^ 



^, = ,6,46w:7f' 



^,= .7,464'''''J'' 

^ 3,',fi4io.6 ^/5V, = ,H.4«i'«» 

^j = i9,467«"' 

^;iï7j=Ao,4M»9» 
^ = M,47"9'°<i 



/ïû = 6,4807407 






- 172 - 

480 à 519 



/56 = 7, 4833148 

/t^ = 8,485a8i4 
V^ = 9,48C833o 

/h7>= 10, 4880885 

V^i3'2 = 11,4^91^^3 v^idG = 1*^,4899960 

i/TS?- = 1 3,41)07376 

/îîô = 14,4913767 /Iï7) = 15,4919334 

/u7-i = 16, 49^4 2'^^ /307 = 17,49*^-8557 

V^34'2 =■• i8,493'a4-2o /38o = 19,4935887 v^4^) — -20,4939015 

v/46ï = 'ii,49ii853 






- 173 - 

520 à 559. 



i=i5, 5.141747 
"1= 1 4, 5^58300 

43= 15,527749'^ 
57= 12,5^99^4» 



T3= 11,532567.0 



7n= io,5'3563i« 



/^i =-- 9,53939*" 



^ = 8,54i<>o37 



/454 = >i, 540659'. 



/l8;,= i9/>4i«^«^ 



/r- = 7,5498^^^ 



/nï'>= i8,547*'^7o 



/:;p, = i0,5529l5< 



vTî = 0,5574385 



xwi 



/Ti^.- i5,55034îr/ 



II 



/lo = 3,1622777 



^^407 =M 20, 1 74 A^ 10 
^•295 =17,1 755640 

/2OI = 14,1774469 



v/i25 =11, 1803399 
V^492 = 22, 1810730 



/63 = 8,1853528 



160 à 199. 



/38 = 6,i644i4o 

V^ = 9,i65i5i4 /i48 =r I2,i65525i /23Ô = 1 5, 1657509 /33Ô = 1 8 , 1 6590 

v/448 = 21 , i66oio5 



y^m= 19,1833261 



/262=: i6,l864i4i 



v/449 = 21,18962 
V/T74 = i3, 1909060 



V^ = 18,19340 



^27 .=î 5,1961524 

/104 = 10,1980390 v^23i = i), 1986842 

V^4o8 = 20,HH)oo99 



y^49^ = ^2,2o36o33 
y;^ = i7,2o465o5 

^i49 = i2,9.o6é556 

y^jëô = 19.2093727 



- 165 — 

200 à 239. 



y/^ = 1/1,2126704 

/45O = 2I,2l32o3i 



y/;63= 16,2172747 



/332= 18,2208672 



/si = 7,2111026 



/85 = 9»2«95445 



y/4og = 20,2237484 



/[^ = 11, 224972^ 



y^^ = 22,2261108 



/^= 13,2287566 



^ = 2,»36q68o 



/^= i5,23i5462 

/^ = 17,233687g 

/3^= 19,2353841 
y/45Ï = 21,2367606 



- 166 - 

240 à 279. 



/TS = 4,24*16407 

V^39 = 6,2449980 

v/68 = 8,2462113 
/Ï5i>= 12,2474487 
v/264 = 16,2480768 



/ÏÔ5 = io,24685o8 
/2Ô3 = 14,2478068 
/333 = 18,2482876 y/^ii = 20,2484567 



/495 = a2,2j 



1/4^2 = 21,2602916 
V/37Î = I9,26i36<)3 
/Ï98= 17,2626765 

/Ï33= 16,2643375 

/i76= 13,2664992 



V^ii7= 11,2694277 



V^ = 9,2736185 



^496 = 22,2710575 
/4^i = 20,2731349 
/334 = 18,2756669 



/•i65 = 16,2788206 



= 7>aBoio99 



- 167 - 

280 à 319. 



/•2o4 = 1 4 1*828569 



v/453 = 21,2837967 



v/m = 12,2882057 



v/372 = 19,2873015 



= 5,29i5o.«6 



/^J = 17,2916165 



= 22,2934968 



v/106 = io,29563oi 



= 20,2977831 



v/234 = I 5, 2970685 



= i8,3o3<)o52 
= i3,3o4i347 

= 8 , 3066239 



v/i66 = i6,3o95o64 



/454 = 21,3072738 



~ 3,3166248 



v/373 = 19,3132079 
v/4g8 = 22,3i59i36 



v/i28= ii,3i37o85 



^'lo'j = 14,3178'iif 



v485 = 22,0227155 
^44^ = 21,0237960 
v/401 = 20,0249844 

^362 = 19,0262976 
/325 = 18,0277564 

/29Ô = 17,0293864 

v/257 = 16,0312195 

V'^226= 15,0332964 

/^ ^ i4,o356<)88 



000 à 039. 



v/170 = i3,o384o48 



o4 15946 



— 16i - 

040 à 079. 



o4536io 



1/4B6 = 22,0454077 



v/443 = 2i,o475652 



0498756 



1/4Ô2 = 20,0499377 



v/353 = 19,0525589 



0553851 



\/326=, 18,0554701 



V/29Ï = 17,0587221 



0622577 



V^258 = 16,0623784 



/227 = 15,0665192 



^487 = 22,0680765 



0710678 



1/Ï98 ='14,0712473 



1/444 ss 21,0713075 



1/171 = 13,076696e 



^403 = 20,0748599 



1/^ = 19,0787840 



- 162 - 

080 à 119. 



y/:Î7 r= r),o827r>'25 



V^i46 ~ i2,o83o4r>o 



v/327 =r. i8,o83i4i3 



v/488 = 22, 0907-2 20 



v/ï23 = Il ,0905365 



y^83 = 9,1104330 



/328 = 18,1107703 



v/292 = 17,08800;) 



v/3G5- 19,1049732 
/»99 = 11,10673^0 



v/445 = 21 ,0960231 



/i59 = 16,093^769 



v/26 = 5,0990195 /îf)2 := 10,0995049 v^>28 = i5,(K)966i'9 y''4o4 = 20,091)7511 



/r72 = 13,1148770 



v/489 = 22,1133444 



/293= 17,117241^ 



- 163 - 

120 à 159. 



V^ = 4»ia3io56 
l/66 = 8,i24o384 



/747 = 12,1243557 v^26o = i6,i245i55 /4o5 = 20,1246118 



|/366= I9,i3ii263 
^229 = i5, 1327460 



/Ï24 =11, 1355287 



v^iyo r= 22,1359430 



v/329 = 18,1 383571 



/5I = 7, 1414^84 

v'iôô = i4,i42i356 /447 = •^i)i4'-î3745 



/io3= 10,1488916 



/â94 =17, 1464282 



v/4o6 = 20,1494417 



V/Î73 = 13,1529464 



/261 = 16,1554944 

/367= 19,1572441 
v/491 = 22, 1 585 1 98 



000 à 039. 



v/485 = 22,0227155 
/442 = 21,0237960 
V/4ÔÎ = 20,0249844 

^362 = 19,0262976 
/325 = 18,0277564 

/29Ô= 17,0293864 
^257 = 16,0312195 

V^226= 15,0332964 

/Ï97 = i4,o356688 



/170 = i3,o384o48 



t,o4i5946 



-• 461 — 

040 à 079. 



[, 04536 lo 



v/486 = 22,0454077 



v/443 = 2i,o475652 



), 0498756 



V/4Ô2 = 20,0499377 



v/353 = 19,0525589 



),o55385i 



\/326 =, 18,0554701 



V/29Ï = 17,0587221 



J, 0622577 



V'258 = 16,0623784 



^227 = 15,0665192 



V^487 = 22,0680765 



',0710678 



1/Ï98 ="14,0712473 



1^444 = 21,0713075 



v/171 = 13,0766968 



V^4o3 = 20,0748599 



v/364 = 19,0787840 




- 162 - 

080 à 119. 



y/37 = 6,0827625 



/Ï46 = I2,o83o46o /327 — i8,o83l 



V^292 = i7,o88oc:^73 



^488 = 22,0907220 V^i23 = II ,0905365 



/i59 = 16,09347^ 



v/445 = 21 ,0960231 



y^26 = 5,0990195 /7Ô2 = 10,0995049 v'^228 = 15,0996689 v''4"4 = 20,0997^ « 



y/365 — 19,1049732 
/i99= 14,1067360 



V^d3 = 9,1 104336 /328= 18,1107703 



v/489 = 22,1133^4 
/T72 = 13,1148770 



^293 = 17,11724*''^ 
/446 = 21,118712» 



- 163 - 

120 à 159. 



17 = 4fi23io56 
/66 = 8,i24o384 /Ï47 = 12,1243557 v^2Go = i6,i245i55 /4Ô5 = 20,1246118 



|/366= I9,i3ii265 
v/5â9= i5, 1327460 



/Î24 = 11,1355287 v4i9« "22,1359436 



v/329 = i8,i38357i 



5i = 7,i4i4>.84 

^500= i4,i42i356 /447 = 21,1423745 



^io3= 10,1488916 



A73 = 13,1529464 



V^26i = 16,1554944 

^367 = 19,1572441 
V^ = 22,i585i98 



/^ = 17,1464282 



v/4o6 = 20,1494417 



— 168 - 

320 à 359. 



^3^= i7,32< 
1/473 = 20,32 



/43 = 6,3245553 



v/i52 = 
V^336 = 



9,3273791 
12,3288280 

15,3297097 
i8,33o3o28 



^/455 = 21 ,3307290 



v/499 = ^a, 3383079 
v/374= 19» 3390796 
/267 = 16,3401346 
/,78= i3, 3416641 


* 


^107 = 10,3440804 






v/4 14-^0,3469899 


/54 = 7»348469^ 


V/30I ==: 17,3493516 




V^ao6= 14,3527001 



v/456 = ai 



y/Tçf = 4,358898<) 



/Tï^= 11,3578167 



•33^ = 



= 22,3606798 



= 8,3666oo3 



J= 12,3693169 
î = 16,3707055 
i = 20,3715488 



; = 21,3775533 

i ~ 17,3781472 

)- 13,3790882 

= 9,38o83i5 



!= 18,3847763 



= 14,3874946 



- 169 — 

860 à 399. 



/3^= 19,3649167 



/I9 = 5,385i648 



/108 = 10,3923048 
/ïï^ = 15,3948043 



{^"Sù ■: i5, 3622915 



^376 -r 19,3907194 



V^ = 2i,4io9346 



- 170 - 

400 à 489 



*^ = 6,4o3i242 



V^ = i8,4i 19526 



^' = >,4i42i36 



/4i7 = 



7 = 20,4205779 



V'^^ I3,422205l 



/r*9 = 21,1242833 



/3o3 = 17,40 



/Ï54 = 12, 40c 



^i»o -,3,4,64079 ^/5, ^ ^^^^^^ 



1/^ . , /71 = 8,4261498 

V^238= 15,4272486 



V^= 16,4316767 



v^ = 9,433981' 



A>4 = 17,4355958 



/^= \%j 



1390889 



- 171 — 

440 à 479. 



/J78 = 19, 4 4 '^2*2 '^I 



/rÔ9 =5 io,44o3o56 



v/41» = 20, 4450483 v^ïll = 11,4455231 

/4tïô = AI ,447^100 

^,4494897 /Ï56 = 12,4498996 



V^i8i = 13,4536240 



V^209= 14,4568323 



V/2I9 = 15,4596248 



221 = 16,4620776 
= 3,{G4ioi6 /3Ô5= 17,4642492 

•34T = 18, 4661853 
v/379= 19, 4679*^^3 

v/4T9 = 20,469489s 

/46Ï = 21,4709106 
= 4,472i36o 



= J,477'>'25(> 



/Ji = 6,4807407 



v^ = 71,5174348 

^f\u — •>.o,5i8>.84') 



- 172 - 

480 à 519 



/56 = 7,4833i48 

yfr^ = 8,485>i8i4 
^o = 9,48C833o 

v/TTô= 10, 4880885 

v/i3-2 = 11,4891253 v^i5G = 17,4899960 

/189. = 13,4907376 

/2ÏÔ = 14,4913767 /247) = 15,4919334 

v/272 = 16, 49^4 2'^^ /307 = I7,49'^85j7 

V^342 — 18,4937420 /35Ô = 19,4935887 v^42r) — 20,493901 ) 

v/462 = 2i,49ii853 



= l8,5*20.A'3(J-4 

= 16,5297116 

= i5,5i4i7l" 
= I 4,5258300 

= i5,5a7749'^ 
= i2,529«/>4» 



= 11, 53';i562(> 



= io,5i56îi8 



zrz « 



i),5ii)39<o 



♦'5 - <),jJ7l3«:i 



- 173 - 

520 à 559. 



/4(Ï4 = 2i,54o659>. 






y/j:47)= 18,547^370 



>7l = 16,352955^ 



s/7\'jL^ 15,556349-* 



1*4 



- 162 - 

080 à 119. 



y^37 = 6,0827625 



/I46 = i2,o83o46o 



v/327 =rt i8,o83i4i3 



v/488 = 22,0907220 



v/i23 = Il ,0905365 



^83 = 9,1104336 



/328 = 18,1107703 



v/292 =17, 0880075 



\/i^ = 16,0934769 



\/365= 19,1049732 
/Tgg = 14,1067360 



v/445 = 21,0960231 



^26 = 5,0990195 /ÏÔ2 = 10,0995049 /228 = i5,cK)96689 v^^4Ô4 = 20,0997512 



V/T72 = 13,1148770 



V^489 = 22,1 133444 




v/293 = 17,1172428 
/446 = 21,1187121 



- 163 - 

120 a 159. 



V^66 = 8,i24o384 /r47 = 12,1243557 v^'îÏGÔ = i6,i245i55 v^4o5 = 20,1246118 



v/366= 19, i3i 1-265 
^229= i5, 1327460 



v^i24 = 11,1355287 v^9« " 22,1359436 



/329 = i8,i38357i 



v/5ï = 7,i4«4284 

1/200 = i4,i42i356 /447 = 21,1423745 



v/^ = 17,1464282 



^io3 = 10,1488916 



v/4o6 = 20,1494417 



1/Ï73 = 13,1529464 



/261 = 16,1554944 

V^367= 19,1572441 
V/49Ï = 22,1583198 




- I6G — 

240 à 279. 



v/Î8 = ij^i'iG^o'; 
\/i€) = 6,2449980 
v/68 = 8,2462113 

/îlirr: 12,247448; 

V/2C4 = 16,2480768 



/TÔ5 = io,24685o8 
v/ïôï = 14,2478068 
V^333 = 18,2482876 



v/4 1 o = 20 , 2484 567 /495 = 22 , 2485 



1/452 = 21,2602916 
V/37Ï = i9,26i36o3 
v/298= 17,2626765 

^233= 15,2643375 
v/776= 13,266499a 



V^i27= 11,2694277 



/86 = 9,2736i85 



/49^ = 22,2710575 
/Ïm = 20,2731349 



è 



v/334 = 18,2756669 



/265 = 16,2788206 



BoioOQ 



)34968 



>3<)o52 
)4i347 

)66239 



66248 



- 167 - 

280 à 319. 



^2o4 = i4t*8a8569 



/îTT = 12,2882057 



^106 = io,29563oi 



/■i66 = i6,3o95o64 



v/498 = 22,3159136 



V^453 = 21,2837967 



^372 = 19,2873015 



)i5oi6 /*99= i7,29"6*65 



)7783i yîH = 1 5, 2970585 



/454 = 21,3072758 



V/^=r 19,3132079 v^i28i= ii,3i37o85 



V^ioj = 14,3178211 



V^ = 6,3245553 



— 168 - 
320 a 359. 



^3Ôô = I7,32o5o8i 

1/4T3 = 2O,32240l{ 



•87^= 9i3^7379« 
v/i52= ia,3a882Bo 
V^= 15,3297097 
•336= i8,33o3o28 



v/455 = 21 ,3307290 



v/499 = 22,3383079 
v/374= 19,3390796 
1/267 = 16,3401346 
^178= i3,34i664i 


t 




/107 = 10,3440804 


v/4i4=^ 20,346989g 




•54 = 7,348469a 


v/3oi =î= 17,3493516 
V^ao6= 14,3527001 


v/45é = 21, 3541565 


/i9 = 4,3588989 


• 

v/i29= 11,3578167 


v/337 = i8,35;559^ 



>o = 22,3606798 



i> = 8,3666oo3 



53= 12,3693169 
68= 16,3707055 
i5 = 20,3715488 



157 = 21,3775583 
J«2 = 17,3781472 
[7^= 13,3790882 
»8 = 9,38o83i5 



:Ji8= 18,3847763 



ao;= 14,3874946 
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360 à 399. 



/Ï75 = 19,3649167 



/I9 = 5,385i648 



/ÏÔ8 = 10,3923048 
^237 = 15,3948043 
/4Ï6 = lo , 396078 I 



\^lSù,-= 15,3622915 



V^37() -r 19,3907194 
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400 à 439 



/455 = siî,4 »o9346 



v'75ô= 11,40175^3 ^'jÀMj = 16,4012195 

^4! =s 6,4031242 



v/3o3 = 17,40685 



y/TTi = 12,409^3 



/339 = 18,4119526 



^'À = 1, 414^1^6 



/377 = 19,4164878 /Ï8Ô= i3, 4164079 V^ = 7.416M 



/417 t= 20,4205779 



/208 = l3,422205l 



/4')9 = 21, 4242853 



)/:i = 8,4261- 



v/238= 15,4272486 



/27Ô = 16,4316767 



v^ = 9,433^ 



3o4 = 17,4355958 



/34Ô= 18,4390889 




5,477'^'^'5G 
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440 à 479. 



/T78 = I9,44^2'2!2I 



/ÎÔ9 =5 io,44o3oS6 



/418 = 2o,445o483 v/TÏÏT = ii,4455a3i 

v/4iïô = 'jii, 4476106 

^4494897 v/Ï56 = I a, 4498996 



/181 = i3,4536îi4o 



V^-209= 1 4,456839.3 



i/7j9 = 15,4596^48 



v/^ = 16,4620776 
3,{64ioi6 ^/3^, = 17,4649.492 

V/34T = 18, 4661853 
/579 = 19,4679223 

/ÎÏ9 = 20,469489s 
v/467 = 21,4709106 

4,47^1 "ÎG** 



r 



V^ = 6,4807407 
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480 à 519 



/56 = 7,4833i48 

y/yi = 8, 4852814 
/^ = 9,48C833o 

/îTô= 10, 4880885 
V^i32 = 11,4891253 
^182 = 13,4907376 
V/2ÏÔ = 14,49^3767 
^•-472 = 16,4924215 
V^342 — i8,49')24^o 
1/462 = 21, 49ii853 



/TôG = 12,4899960 

/l47>= 15,4919334 
/307 = 17,4928557 
|/38Ô = 19,4935887 \/4vïô ^ 20,4939015 



/463 = 21,5174348 
^^421 = 20,5182845 

jSl = 19,5192213 



.• 




i'i = 1 8 , 5'2oji5<) « 
>7 = I7,!)2i4i5r) 
;3 = 16,5277116 

4i = 15,5-241747 
H = i4,525839o 



«3= 1 5,5^77493 



37= 12,5299641 



3i = 1 1 , 5325626 



I! = 10,5356538 



H = 9,5393910 
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520 à 559. 



v/464 = 21,5406594 



422 = 20,5426386 



n = 8, 54 {0037 



/^ = 19,5448^03 



n = 7, 54983 i4 



/Î4Ô= 18,5472370 
/5^= i7,5499^8« 



v/^ = 16, 5529154 



i3 = 6,5574385 



/7l2= 15,5563492 



xxxi 



12 



r 



/•2 I À = 14,5602198 
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560 à 599. 



v/465 = 21,5638587 
/T84 = 1 3, 5646600 



/Î73 = 20,5669683 



^n = 5,5677 

/ÎSS = 12,5698» 
/383 = 19,5703^ 



VT34 = 11,5758369 



/J09 = 17,5783958 



V^= 18,5741756 



/ïî = 4,5825757 
1/TÎ2 = io,583oo52 



^275 = i6,583i24o 



24 J= 15,5884573 



/466 = 21, 5870331 



^4^4 = 20,5912603 



V^ = 9»59i063o 



/m = 14,5946195 
v/384= I9»5959i79 
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600 à 6S9. 



i3,6oi47oj 
8,fH»232'j3 



^346 = 18,6010752 



3, 60555 I 3 



21 ,6101828 



/3Îo=s 17,6068169 



/T59 = 12,6095202 



V^276 = iG, 6132477 
^ii5 = 20,6155281 



V^58 = 7,6i5773! 



II ,6189100 

I 5, 620499 i 
19,6214169 



/347= 18,6279360 

v/2T4= 14,6287388 

\/ii3 =2 io,63oi458 



v/468 = 21, 6333077 
^3ii = 17,6351921 



\/ii = 6,6332^96 



20,6397674 



v/i8G= i3,638i8i7 
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640 à 679. 



/277= 16,6433170 


v/p = 9,64365o8 


V^ = »,64575i: 


v/386= 19,6468827 


V^i6o= 12,6491106 

•245= 15,6524758 
v/348= 18,6547581 






v/469 = 21,6564078 


v/32 = 5,6568541 

v/75 = 8,6602570 
V^i36- 11,6619038 
V^2i5 = 14,6623783 




v/427 = 20,6639783 


v/3i2= 17,6633217 



v/387 = 19,6723156 
^fl^ = 16,6733320 

/787 = 13,6747945 



\/TT4 = 10,6770783 



v/4^ = 21 ,6794834 




= 15,6843871 



i3, 71^3092 
ao,7i23i52 
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680 à 719. 



/349= 18, 681547» 



/Si = 7,6811457 



^428 = 20,6881609 



V^ = 12,688577s 



= 4,6904158 



9,6953597 
14,6969385 
"9>^77'56 



21,7025344 
16,7032931 

11,7046999 



/3Ï3 = 17,6918060 



= 6,7082039 



35o= 18,7082860 



/76 = 8,7177979 



/247 = 15,7162336 




^ = i,732o5o8 



/74 = 3, 7416574 
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720 à 759. 



/ii5 = io,7238o5'i 



/162 = l'ji, 727922 1 



/2ii7 = 14,7309199 



v/âSô = iG, 7332005 
/35Î = 18,7349940 



/43o = 20, 73644» 4 



y/314 = 17,72004c 



y/^^ = i9,723oft: 
/47^ = 21,72556 



/33 = 5,7445626 
v/6Ô = 7,7459667 

yf^ = 9,7467943 

v/T38 = 11,7473401 
/248= i5, 7480157 



/Î89 = 13,747727' 

V/3T5 = i7,74B2393 1/390 = 19,7484177 V^ = ^i ,748563^ 



^ = 18,7616680 

il = 16, 7630546 

^8= 14,7648231 



53 = 12, 767*453 



16= 10,7703290 



77 = 8,7749644 
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760 à 799. 



/4^ = 2i,77«S4ii 
/391 = î9»77^7«99 



^/376= 17,7763888 



/249= 15,7797338 



/46 = 6,7823300 
/ï^ = 1 3, 7840488 \/43Ï = 20,7846097 



/Î53= 18,788294^ 



^139= 11,7898^61 



/53 = 4,79583i6 

^96 - 9,797959^ 
/îï^ss 14,7986486 



/^= 16, 792855b 
/4^ = 21,7944947 



/392 = 19,7989895 




V^ = i8,»i48877 
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800 à 839. 



/43l = î!o,8o86j«o 



/5T7= i7,8o4493« 
/HÛ = i2,8o6î485 



/Ï5Ô= i5,8ii38H3 



V'^ = 7,8i02<97 



^47^ = ai, 8174242 



v/7Ï7= io,8i6C538 



/TçJT = 1 3, 87.027 5(> 
/Ï83=: 16,8226038 
v/393 = I9,8a4a'i76 



V^ = 2,8284271 

v/ï] = 5, 8309519 
v/73 = 8,8317609 
/Î4Ô= 11,8321596 



2y.o = 14,8323970 v^ = 17,8325545 v/434 = 20,832666; 




77 = u,H\oi}.c)- 
55= 18,8^14437 
5i = 15,849.9795 



65= i'A,845'>J26 



17 = 9,8488678 



;i9 = 17,860571 1 



178 = Il ,863-21 II 
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840 à 879 



/Ï94 = i9,»l9n'î'^' 



/•284 = i6,85'2a995 



7 = 6,8556546 

9*2 = 1 3 , 8 564o65 //| ^*) = -^o , 8 5665 36 



^118= 10, 867.7805 



'?.9A = 14,8660687 

V^356= 18,86796-23 



J = 3,87-29833 

>. = 7i*^74oo79 /îTî = i«,874M*^'^' /35^2 = 15,8745079 /îg^ = 19,8746069 



r 



v/436 = •Ao,88o6rio 
)fm^ ifj, 8819430 
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880 à 919 



\fîm- 1-2,8840987 



V/^ = 8,8881944 



v/479 = •21,8860680 
/ïlô = 17,8885438 



v/437 = 20,9045450 
v/Û53 = 15,9059737 



v/193 = 13,8924^0 



v/24 = 4,8989795 

V^98 = 9,8994949 /222= i4,8<)9G644 /39r» -H 19,8997487 



v/357 = 18,894 



/119 = 10,9087121 



/480 = 21 ,9089023 



v/28ri = 16,9115345 



|/35 = 5,9160798 /Ï42 = 11,9163753 v^ = '7,9iG472f 



,9'2C)S87() 



,9^2X480 



,931712-2 



,9331845 



920 à 959. 



A)7 = i9,9>18588 



,9281039. ^\iy% = i3,97.8388î /438 = 20,928449^ 



,9372539 



/2j4 = 15,9373775 



/^ = ï^,9î«<>74^ 



/3^ = 17,94^3584 



v/8S = 8,944'^;i9 



/359= 18,9472953 



v^ = 19,9499373 



\fm = 9,9498744 



y/439 = 20,95232^8 



v/48^ = 21,9544984 



y/iAo = 10,9544512 



/T43 =11, 9582607 
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960 à 999. 



/ÎÏÏ8 = i2,9f)i^8U 



/Ttjis = 1 3,9041400 

V^224 = 14,9^66295 

/255 = 15,9687194 

/i88= i6,97o56î; 

/S^î = i7,97îaoo8 
/36Ô= 18,9736660 

/44Ô = 20,9761770 
/483 = 2i,977'«6io 



SUR LA THÉORIE DES FONCTIONS IMPLICITES; 
Par M. E. GounsAT. 

On connaîl les beaux résultats obtenus par M. E. Picard dans 
l'étude des équations différentielles et des équations aux dérivées 
partielles, grâce à sa méthode des approximations successives. 
Cette méthode s'applique également avec une grande facilité à la 
théorie des fonctions implicites. Pour fixer les idées, je resterai 
d'abord dans le domaine réel, quoiqu^il soit bien aisé d'étendre 
les résultats aux fonctions définies par des équations dont le pre- 
mier membre est analvtique. 

1. So\l /{x,y) une fonction des deux variables indépendantes 
réelles x ely^ continue dans le voisinage d'un système de valeurs 
Xo,j^o> l-el que /(^Oî^o) = o- Pour préciser, nous supposerons 
que cette fonction est continue dans un domaine D défini par les 
inégalités 
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a et 6 étant deux nombres positifs. Nous admettrons de plus que 
l'on peut choisir les nombres a et h assez petits pour que Ton ail 

(^) l/(^,y ) -f(^,y) I < K \y-y u 

X étant une valeur quelconque comprise entre x^ — a et a:© + o^ 
y ty" étant de même deux valeurs quelconques de y comprises 
entre y^ — b et jKo+6, et K un nombre positif constant yo///^ 
petit que r unité. Celte dernière condition sera certainement véri- 
fiée si la fonction f{x^y) admet une dérivée partielle -^ s'annu- 

lanl pour x = x^^y = j^©? ^^ continue dans le voisinage. 

Ces conditions étant supposées satisfaites, nous allons démon- 
trer que V équation 

(3) y—yo=fioc,y), 

ou l'on regarde x comme une variable indépendante et y 
comme l'inconnue admet une racine^ et une seule, qui tend vers 
y^ lorsque x tend vers Xq. 

Il estclairque l'on peut, dans la démonstration, supposer .ro = o, 
^0= o. L'équation (3) prend la forme 

(3') y=f{^.y). 

la fonctiony(a:,^) s'annulant pour a: =y = o, et restant continue 
lorsque x varie de — a à -h a, et^ de — b k -{- b. Posons 

(4) y\=A^^o), y%=f{x,yx), ..., yn = f(3c,yn-\), ...; 

il faut d'abord montrer qu'eu prenant x assez petit, y\^ y^^^ . . ., 
yn'i . . ., restent inférieurs à 6 en valeur absolue. Par hypothèse, 

si I x I <I rt et |y I < 6, on a 

l/(^,>')-/(^,o)i<K|^|, 
K étant plus petit que l'unilé; on a donc a fortiori 

\n^.y)\<\yx\'^^\yl 

Comme y^ tend vers zéro avec j:, nous pourrons prendre un 
nombre a$a tel que, x restant compris entre — a' et -\-a'^ on 

ait 

ij.J<6(i-K). 
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Si 1^1 est inférieur à 6, on aura donc 

OU \/{^^y) J *< b, pourvu que x soit compris enlre — a^ cl -h a'. 
Il s'ensuit que ^«,^2, . . ",y,i^ • • • seront tous inférieurs à 6 en 
valeur absolue, si la valeur absolue de a: est moindre que a'. 

Pour prouver que j^,, tend vers une limite lorsque n croît indé- 
finiment, considérons la série 

Des relations 

on lire, d'après la condition (2), 

\yn—yn-\ I < K |^«_, —yn-1 



Les termes de la série (5) sont donc plus petits en valeur absolue 
que les termes d'une progression géométrique de raison K<;i. 
La somme S„ des n premiers termes, ou^/i, tend par conséquent 
vers une limite Y lorsque n augmente indéfiniment. Celte limite \ 
est une racine de l'équation (3), car, si Ton fait croître n indéfi- 
niment, les deux membres de la relation 

tendent respectivement vers Y ei/yx^ Y), et Ton a à la limite 

Y=/(x,Y). 

Celte racine Y esl une fonclioa de la variable x, définie dans 
l'intervalle ( — a', 4- a'). C'est une fonction continue, car la 
série (5) esl, d'après ce qui précède, uniformément convergcnlc 
dans cet intervalle, étions les termes sont aussi des fonctions con- 
tinues. On a d'ailleurs 

ce qui montre que la racine Y tend vers zéro en môme temps que j:. 

L'équation (3') n* admet pas d^ autre racine tendant vers 

zéro avec .r. D'une façon plus précise, lorsqtic x est compris 
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enlre — a' et -f- a\ il n'existe pas d'autre racine que Y, dont la 
valeur absolue soit inférieure à b. Soit en effet Z une racine, infé- 
rieure à 6 en valeur absolue, de Féquation (3'); des deux relations 

on déduit, en appliquant toujours la condition (2), 



et par suite 

La différence Z — yn tend donc vers zéro lorsque n augmente 
indéfiniment, et Z est identique à Y. 

2. Il est facile de passer de la proposition précédente au théo- 
rème d'existence des fonctions implicites, sous la forme qu'on lui 
donne ordinairement. Nous l'énoncerons de la façon suivante : 

Soit Y{x^y) une fonction continue des Heux variables x, y, 
dans le voisinage d^un système de valeurs x = ^r©, y =yo, pour 

lequel F(:ro,yo) = o, et admettant une dérivée partielle -r- 

continue dans le voisinage du même système de valeurs, mais 
différente de zéro pour x = Xq, y =yo' L^ équation 

(6) F(^,J^) = o, 

admet une racine et une seule tendant vers jko lorsque x tend 
vers Xq. 

Soit en effet m la valeur de la dérivée — pour x = Xo, y =yo ; 

m est par hypothèse différent de zéro, et l'équation (6) est équi- 
valente à l'équation 

7-Jo = 7-Jo— — f(.r,^)=/(j-,_^). 



//{ 



Or la fonction /(' a:, jk) d" second membre est nulle, ainsi que 

— pour X = Xoj y =yoî et ces deux fonctions sont continues dans 

le voisinage. On peut donc appliquera cctlc équation le théorimc 
démontré |)lus liaul ; ce qui conduit à la |)roposihon énoncée. 
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liemarqiie, — La démon s ira lion précédenle ne suppose rien 

âF 
sur rexislence de la dérivée -— • On peut se rendre compte aisé- 
ment que l'existence de celle dérivée n'est nullement nécessaire. 
Soit par exemple <f(^) une fonction continue sans dérivée, pre- 
nant une valeur positive b pour a; = a. L'équation j^2=«p(x) 

admet deux racines qui tendent respectivement vers ±^ lorsque 
X tend vers a, et qui sont aussi des fonctions continues de x dans 
le voisinage. 

3. Considérons maintenant le cas général d'un nombre quel- 
conque d'équations. Soient 

ji\X\y a^j, ..., Xn i ytij^iy '"^y p )î • • • » y/'(^i» •'*t> •• •» '^n \ y\y y\t *"y yp)^ 

p fonctions des n-i- p variables 0.7, yA« continues et admettant des 
dérivées partielles continues -~- dans le voisinage des valeurs 
x« = o, a:2= o, . . .^Xn = o, j'i = 0, . . .^yp=: o. Si de plus les p 
fonctions /i, ainsi que les p'^ dérivées partielles -p^> s'annulent 
pour ce système de valeurs, tes p équations 

(7) y\-fu y\=fu "", yp=fp 

admettent un système de solutions et un seul de la forme 

?i> ?2î • • •» ^p étant des fonctions continues des n variables 
indépendantes ^i,:r2, . . . , ^„, qui tendent vers zéro lorsque 
toutes ces variables tendent vers zéro. 

Supposons les fonctions /i, -j^ continues pour les valeurs de 

«/ " 

x^y Xi^ , . . ^ Xn\ y\i y^-i ' • ' ^J'p satisfaisant aux inégalités 
(8)|a:,|^a,, |Ti|£a„ ..., | a-« | î ««, l^'il^^i, ..., \yp\Sbp. 

Gomme on peut toujours remplacer les nombres «/, 6a par des 
nombres positifs plus petits, nous supposerons que l'on a choisi 
ces nombres assez petits pour (|ue la valeur absolue de Tune quel- 

conque des dérivées -— soit inférieure à - dans le domaine défini 
^ à ri. p 
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par les inégalités (8), K étant un nombre positif inférieur à Tunité. 

Cela est toujours possible, puisque les dérivées -—^ s^annulent 

pour ^1 = :r2 = . . . =^7» = o. Nous pouvons aussi admettre pour 
simplifier que Ton a 6| = ftj = . . . = 6^ ; car il suffit de remplacer 
les nombres 6«, 62, » , . ^ bp par le plus petit d'entre eux b. 

Cela étant, nous poserons, en appliquante même méthode que 
dans le cas simple traité plus haut, 



(9) 



puis 



(10) 



r'l*"=/l(^l»^S» "^^n\ 0,0, ...,o)» 

7V^=/2(^i»^s^ ...,^/i; 0,0, ...,o), 

•••» 

y\i^ ^Jpi^x^^t'i '",orn\ 0,0, . . ., o), 



et ainsi de suite. D\ine manière générale, on posera 

Si les valeurs absolues de y\'""*\ •••,y^'*' sont inférieures 
à 6, on a, d'après le théorème des accroissements finis, 

r r P ■ 

et par suite 



et, à plus forte raison, 

(II) \yT\<\yr\^y^h. , 

Mais les fonctions ^J*^ sont des fonctions continues de Xty 
^21 • • -î ^n qui s'annulent pour :ri = j:a = . . .= a:«= o. Nous 
pouvons donc supposer encore les nombres «i, «2, . . . j an assez 
petits pour que la valeur absolue deyj*^ soit inférieure à (i — R) t 
lorsqu'on a 

|^i| = «i. 1^7, |lrti, ..., |x„|<a„. 

XXXI. i3 



^ 
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L'inégalité (i i) monlre que Ton aura aussi |^J'"^ | < ^j el l'on 
démontrera ainsi de proche en proche que toutes les valeurs abso- 
lues \y^^^ |, \y^^^^ |, . ' "t\y i"*^!, . • . seront inférieures à b, pourvu 
que l'on ait 

Des deux relations 
on déduit de même 

\yr-yr-'\\< ^\yr-''-yr"'\ 

Soit Mm.i la valeur maximum des valeurs absolues des diflfé- 
rences |>'J"*"*^ — J^i'"^^ | pour i: = i,a, ...,/>; l'inégalité précé- 
dente prouve que l'on aura 

\yi —yi I < ^^*"/«-i. 

En particulier, si H est la valeur maximum de jj^^*^ |, jjKj ' | • • •> 
\y^p ^1, la valeur maximum des valeurs absolues \y^^'' — ^'/^ K • • «i 
\y^l^ — ^y^ I sera moindre que KH, et, en continuant de la sorte, 
on voit que la valeur absolue de j^'j'"^ — ^1"*"** sera inférieure à 
R'»-'H. La série 

a donc ses termes plus petits en valeur absolue que ceux d'une 
progression géométrique de raison K < i . Il s'ensuit que^J-'"^ tend 
vers une limite Y/ lorsque ni augmente indéfiniment. Soient Y|, 
Y2, ..., Yp les limites vers lesquelles tendent respectivement 
y^r^yT^^ ' • '^yp*^ lorsque m croît indéfiniment. La relation 

J l — J i\'*'\y •*'ï» • • • > ♦* « ^ J \ 1 • • • tjp ) 

devient à la limite 



^ 
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( 



On démontre comme dans le premier cas que les racines Y|, 
Y2, . . ., Yp sont des fonctions continues de a?i, X2^ • • •, Xnj et 
que le sjstème (7) n^admet pas d^autre système de racines tendant 
vers zéro en même temps que J^i, X2j • . . , x,f 

4. Prenons enfin un système de la forme la plus générale 

Fi(xi,xxt ...,^/i; yuyt, -«m^p) = o, 
^JJ^^ ' Fi(a?i,:rj, ,..,Xn; yuy%y ---lyp) = 0, 

•*••• , 

Fp{xi,xt, ..,yX„; y\,yu "-lyp) = o> 

dont les premiers membres sont des fonctions continues, et ad- 
mettent des dérivées partielles -3-^ continues, dans le voisinage 

d'un système de valeurs ^J, ;rj, . . ., arj; ^^, . . .,J^pj pour lequel 
on a F| = o, F2== o, . . ., F,i = o. 

Ces équations admettent un système de solutions, et un seul, 
de la j or me 

?i ? ?2» •••»?;» étant des fonctions continues qui tendent respec- 
tivement v<?/*5j^®,^!J, . . ., j'^, lorsque les variables ;r,, . . ., Xn 
tendent elles-mêmes vers a:", xj, . . . , a:,^, pourvu que le déter- 
minant fonctionnel 

^{yuyii ""lyp) 

ne soit pas nul pour ce système de valeurs. 

Pour simplifier, nous supposerons que Ton a eflfectué d'abord la 
transformation 

a:,- 1 ar? -H ar/, yk\yl-^yk, 

de façon que toutes les valeurs initiales x^^y^ soient nulles. 
Soit aik la valeur de la dérivée — pour ces valeurs initiales; par 
hypothèse le déterminant 



A = 



ait 
au 



an 






^Ut «/iî 



a. 



f 
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est dlfTércnt de zéro. Le syslème des ëqualions (12) est évidem- 
ment équivalent au système suivant . 

Ouyi -^ aii^i-^ , . .-h aipXp = anyï -h . . .-h aipXp — Fi = <p,, 

' ^p\yi -+- ^piXi -+-... H- dppVp = ftpxyx -f- . . . -4- ttppyp — Fp = ©p ; 
les seconds membres (p,, cp2, . . ., Çy, sont nuls, ainsi que leurs 
dérivées partielles -^ pour ^/= o, ^'a= o. En résolvant ce nou- 
veau système par rapport à Vi, j^a, . . ., J^/»? on obtiendra donc en 
définitive un système de la forme (7). 



SUR LES LIGNES ASTHPTOTIQUES DE CERTAINES SURFACES; 

Par M. L. Lecornu. 

Le récent article de M. A. Buhl : Sur les surfaces dont un 
syslème de lignes asymptotiques se projette suivant une 
famille de courbes donnée {Bulletin de la Société mathéma- 
tique, 1903), m^l rappelé une Noie que j'ai publiée, en 1884, 
dans les Mémoires de l'Académie de Caen : Sur les surfaces à 
pente uniforme et les réseaux proportionnels. Je désire indiquer 
ici quelques rapprochements entre ces deux études. 

J'entends par surface à pente uniforme une surface dont 
chaque ligne de plus grande pente, prise individuellement, pré- 
sente une pente constante, pente qui varie d'ailleurs suivant une 
loi quelconque, quand on passe d'une ligne de plus grande pente 
à une autre. L'exemple le plus simple est fourni par la surface de 
vis à filet carré et à axe vertical. On voit aisément que, sur une 
pareille surface, les lignes de plus grande pente forment une 
famille de lignes asymplotiques. Elles sont divisées par les lignes 
de niveau en parties proportionnelles; cette propriété subsiste en 
projection horizontale, et l'on obtient ainsi une famille de courbes 
planes divisées proportionnellement par leurs trajectoires ortho- 
gonales. C'est ce que j'appelle un réseau proportionnel. 

L'équation différentielle des surfaces à pente uniforme est, 
avec les notations usuelles, 

(i) rp^-h 'ispq -i- (q^ =1 o. 
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Celle équalion esl inlégrée par le sj'slème 

z = c-Y(ar sina — y cosa) -r- u, 

. du 
. o = e-y (a: cosa -h v sina) H — — i 

(2) { ^ ^ ^ dOL 

Ou 
o =■ e-y (X sina — y cosa) r-j 

dans lequel a, y désignenl deux paramèlres arbilraires, el u une 
inlégrale quelconque de l'équallon 

à^u Ou 

(^> ^-57 = "- 

La vérificalion esl aisée : la premiùre des équations (2) donne 
(4) /> = e-Ysina, y= — e-Ycosa, /?*-*- 7* = e-^Y; 

d'où 

rp-\-sq= — 2 6-*Y-p> sp -h (q = — a^-'Y-J-, 

Cl, par suile, 

rp^ -h 2spg -+- tq^ = — 2e-*Y ( sina-p — cosa-p j. 

Or on lire des deux dernières équalions (2), en lenanl comple 
de (3), 

cosa — ( j7Cosa -hy sina)-p = o, 



d'où 



sina — ix cosa -+-ysina)--^ = o, 

-^ ^ ày 



(5) sina-— — cosa -7^ = 0, 

àx oy 

ce qui enlraînc Téqualion (i). 

Les équalions (2) montrenl encore que Ton a 

du 

el Ton en conclul que z esl, en même lemps que Uy une inlégrale 
de (3). On voil sans peine qu'il en esl de même de /; el q. 

Revenons mainlenanl au Iravail de M. Buhl. L'auleur cherche 
commenl on peul déterminer une surface donl l'un des systèmes 



r 
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de lignes asjmptotiquesse projette suivant une famille de courbes 
déterminée par l'équation difTérentielle donnée, 

(6) g =/(a.,^). 

L'équation difl'érentielle de la surface cherchée est 

(7) r -+-21/* -+-/«/ = 0. 

Par un changement de variables elle peut se ramener à la forme 

L'objet principal de M. Buhl est de trouver dans quels cas la 
fonction X se réduit à une simple constante, qu'il est toujours 
permis de supposer égale à l'unité. On est alors ramené à l'inté- 
gration de l'équation (3), dont j'ai fait précisément dépendre la 
recherche des surfaces à pente uniforme. 

Nous sommes ainsi conduits a examiner la question suivante : 

A quelle condition l'équation (6) représente-t-el/e une 
famille de courbes appartenant à un réseau proportionnel? 

Soit ^{Xf y) = C l'intégrale de l'équation (6). On a identi- 
quement 

<•) S-/|=«- 

Si l'on considère les deux courbes consécutives ^{x, y) = C 
et ç(^? y ) = C -h dC et si l'on veut que leurs trajectoires ortho- 
gonales les divisent proportionnellement, on doit, en appelant ds 

et ds-i-Zds les arcs élémentaires correspondants, -j^ la dérivée 

de cp suivant la normale, p le rayon de courbure, écrire que le 

d^ 

•s j "7"" 

rapport —7— égal, comme l'on sait, à j est constant le long de 

la courbe ^(x^y)= C. D'ailleurs 

do do j TjT I , y' ôx •' ôy 

^ = 7;;/^T7î et -= ^ , = f- 
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Si donc on pose 






on a 



et cette expression doit demeurer invariable quand ^ est con- 
slanl, c'est-à-dire quand djr=fdx. On trouve ainsi 

L'équation (8) donne d'ailleurs 

d^o -d*o àm ùf 

ùxoy "^ oy^ ùy ày 

La condition précédente peut donc s'écrire 

' dx '^ dy dy 

Calculons, au moyen de (9), les dérivées partielles de F et por- 
tons dans (10). Toutes réductions faites, nous obtenons 

\ Ot^'^ -^ ôx ây -^ dy^ 

ou bien 

^ ^ d.r» ^ àxdy '' c[^» ' 

en posant 6 = arc tang/. 

Telle est la condition cherchée. Quand elle est vérifiée parla 
fonction /*, le réseau proportionnel est donné par les deux der- 
nières équations (2), d'où l'on tire 



(i3) 



([du . du \ 

^ = cY(^^sina--co5aj. 

i ^ (au du . \ 



r 
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A chaque valeur constante de y correspond l'une des courbes 
du système. La surface à pente uniforme s'obtient en adjoignant 
la première équation (2). 

Il reste à dire comment on peut choisir la fonction u de façon 
à identifier la famille de courbes (i3) avec une famille donnée de 
courbes vérifiant l'équation (12). Il suffit évidemment que les 
deux familles aient une courbe commune. 

L'intégrale générale de (3) peut s'écrire 






d'où 






d^u du 



Pour la valeur particulière y = o, ces formules deviennent 
« = ^F(,), ^ = v^F'(.), ^ = ^ = v/ÛF'(«), 

et les équations (i3) se réduisent alors à 

x = /7c[sina F'(a) — cosa F'(a)], 
y = ^[cosoL F'(a) -h sina F'(a)]. 

En écrivant que ces valeurs vérifient l'équation W{x,j') d'une 
courbe donnée, on est évidemment conduit à une équation difle- 
rentielle de premier ordre en F'(a). La fonction F s'obtient en- 
suite par quadrature. 

La ligne asymptolique projetée suivant la courbe pour laquelle y 
est nul présente une pente de 45° ; car, en vertu des équations (4), 
l'hypothèse y = o entraîne y?^ -{- q^z=i. Si l'on veut s'affranchir 
de celte restriction, il suffit de changer y en y-f- c, c étant une 
constante arbitraire, et de remplacer en même temps u par ne"*'. 
Cette double modification, sans altérer les équations (i3), a pour 
effet de multiplier z par la constante e~*^ et, par conséquent, de 
multiplier par ce même facteur les pentes des lignes asympto- 
tiques. 
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En résumé, 1c problème étudié par M. Birhl peut êire résolu 
chaque fois que la fonction 8 = arc tang/ est une solution de 
Téquation (12). Ce cas s'ajoute à ceux qu'il a indiqués et qui 

reviennent à mettre y sous la forme -j» puis à chercher si, en 

appelant S une solution quelconque de (12), Tune des quantités 

Sô» Sy est une solution, ou bien encore à vérifier s'il existe un 

facteur R tel que RA et RB soient simultanément des solutions. 
Gomme exemple particulier, j'ai cité jadis celui de certaines 
courbes homothétiques divisées proportionnellement par leurs 
trajectoires orthogonales. De pareilles courbes existent, et elles 
possèdent cette propriété caractéristique, que pour chacune 
d'elles le rayon de courbure est dans un rapport constant avec 
la projection, sur la normale, du rajon vecteur issu du centre 
d'homolhétie. Lorsque ce rapport est égal à l'unité, le système est 
constitué par des développantes de cercles concentriques, ayant 
leurs points de rebroussement sur un même diamètre. La fonc- 
tion u a alors pour valeur a^-+- ay. La surface correspondante est 
définie par les équations très simples 

X = 2eT(sina — a cosa), 
y = 2eY(cosa -h a sina), 



SUR LE PROBLÈME DES AIRES; 
Par M. H. Lebesgue. 

Dans ma thèse Intégrale, Longueur, Aire, parue aux Annali 
di Matematica en 1902, j'ai étudié le problème des aires des 
domaines plans. L'un des énoncés que j'avais choisis pour ce pro- 
blème était le suivant : 

Attacher à chaque domaine plan un nombre positif, que Von 

appellera son aire, et satisfaisant aux conditions suivantes : 

Deux domaines superposables ont la même aire. 

Le domaine formé par la réunion de deux domaines, sans 

points intérieurs communs, ayant en commun un arc defron- 
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tièrc et un seul, n pour aire la somme des aires des domaines 
composants. 

Avec cet énoncé, le problème des aires est déterminé quand on 
se borne aux polygones, comme l'ont montré MM. Gérard et 
Hadamard. Il l*est aussi pour les domaines quarrables, au sens de 
M. Jordan, c'est-à-dire pour ceux dont la frontière peut être 
enfermée dans un nombre fini de carrés dont la somme des aires, 
au sens ordinaire du mot, est aussi petite que l'on veut. Au para- 
graphe 14 de ma Thèse, j'ai indiqué quelques raisonnements qui 
montrent que le problème des aires est indéterminé pour les 
domaines non quarrables; mais l'exposition que j'ai donnée de ces 
raisonnements est inexacte et incomplète. Je vais reprendre ici la 
question. 

Considérons deux domaines D(, D2 ayant un arc a de frontière 
en commun. Soient a, ai ; a, a^ les frontières de D| et Dj. Soit 
A un point de a, non confondu avec l'une des extrémités de a. 
De A pour centre, on peut décrire une circonférence F assez petite 
pour qu'elle ne contienne aucun point de ai ni de cf.2 ; et cela quels 
que soient les arcs ai et aa, qu'ils aient ou non des points com- 
muns, pourvu que D| et D^ soient deux domaines. A l'intérieur 
de r se trouvent des arcs de a, soit Im celui qui contient A. Pre- 
nons sur Im deux points a et 6, différents de / et m, et de part et 
d'autre de A. Si l'on se reporte aux raisonnements qui servent à 
M. Jordan (Traité d'Analyse, 2* édit., t. I) à démontrer qu'une 
courbe fermée, sans point double, sépare le plan en deux régions, 
on verra qu'à l'intérieur de T il est possible de tracer une courbe C, 
tout entière dansDi, et joignant a et b, et une courbe C joignant 
les mêmes points et extérieure à Di. 

Le domaine A limité par G et l'arc aAb est intérieur à D|, le 
domaine A' limité par G' et aAb est extérieur à D|. Aucun point 
des arcs a, 0L2 n'est intérieur aux domaines A et A'; donc, ou bien 
A est intérieur à D2 et A' extérieur à D^, ou bien A est extérieur 
à D2 et A' intérieur à D^. Ge sont bien les deux seules hypothèses 
possibles, car le domaine A -f- A^, contenant A et tous les points 
voisins de A, contient des points intérieurs à D2 et des points 
extérieurs à ce domaine. Lorsque A est intérieur à D2, nous dirons 
(|aen A, D| et D2 sont du même côté de a. Lorsque A est cxté- 
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rieur à Dj, nous dirons qu'en A, D| et Dj sont de côtés diflercints 
de a. Ces définitions sont légitimes, car elles ne dépendent évi- 
demment pas du choix de F, a, 6, C, C\ 

Ceci posé, Ja considération de A et A' donne, non seulement la 
position respective de D| et D2 en A, mais pour tous les points de 
l'arc a qui sont compris entre a et 6. Ceci revient à dire que si D| 
et D2 sont d'un même côté de a en un point, ils sont du même 
côté de a en tous ses points, les extrémités étant exclues de nos 
considérations. Lorsqu'il en est ainsi, on dit que D| et D^ sont du 
même côté de a; dans le cas contraire on dit qu'ils sont de côtés 
différents. Nous avons ainsi précisé ce que Ton doit entendre par 
les deux côtés de a. 

Soit un arc de courbe a^, sans point multiple et non quarrable 
faisant partie de la frontière d'un domaine A. Soit maintenant un 
domaine quelconque D limité par une courbe C. C peut contenir 
des arcs non quarrables superposables à certains arcs de a^. 

Si A est un tel arc et si, lorsque l'on effectue la superposition 
d'une partie non quarrable quelconque A' de A avec l'un quel- 
conque des arcs de a|3 qui lui sont égaux, D et A sont toujours du 
même côté de A', A sera dit un arc de la première espèce. 

Si B est un arc non quarrable de C tel que, lorsque l'on effectue 
la superposition d'une partie non quarrable quelconque B' de B 
avec l'un quelconque des arcs de a^ qui lui sont égaux, D et A 
sont toujours de côtés différents de B', B sera dit un arc de la 
seconde espècç. 

Les autres arcs de C seront de la troisième espèce. 

Choisissons arbitrairement, une fois pour toutes, un nombre 
positif 0, inférieur à i, et attribuons comme aire à D le nombre 

m -4-8m(A)-^(i — e)m(B), 

où m désigne la mesure superficielle des points intérieurs à D, 
c'est-à-dire l'étendue intérieure, au sens de M. Jordan, de D, où 
m(A) et m( B) désignent les sommes des mesures superficielles des 
arcs de la première et de la deuxième espèce, c'est-à-dire les 
sommes des étendues extérieures, au sens de M. Jordan, de ces 
arcs. 

Il est évident que l'aire ainsi construite satisfait bien aux condi- 
tions que nous nous sommes imposées. 
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Dans le Paragraphe 14 de ma Thèse, j'établissais la classification 
des arcs de C en laissant D et A immobiles, là est Terreur que je 
signalais au début, car alors à deux domaines superposables pour- 
raient correspondre des aires différentes. Cette erreur rectifiée, je 
dois montrer qu'on peut choisir a^ de façon qu'il existe effective- 
ment des arcs des deux premières espèces, sans quoi l'aire con- 
struite ne dépendrait pas de 0. L'existence de tels arcs n'est, avec 
la nouvelle classification, nullement évidente; il n'existerait que 
des arcs de la troisième espèce si l'arc a^ avait un centre situé sur 
lui. 

La classification des arcs en trois espèces s'applique au domaine A 
lui-même et à l'arc a^; seulement aucun arc de ajî n'est de la 
seconde espèce. La courbe que je vais construire, en modifiant 
légèrement la méthode qu'emploie M. Hilbert (•) pour obtenir une 
courbe passant par tous les points d'un carré, est telle que tout 
arc non quarrable de cette courbe est de la première espèce. 

La courbe sera donnée par les formules 

où y et (p sont des fonctions continues quand t varie de o à i. 
Traçons (Jig- i) les droites ÛAF', ÛM'R et les deux arcs de 

Fig. I. 




cercle de centre Û, AM', F'R. Pour / = o le point ^, y est en A, 



(*) Mathematische Annalen^ Bd. 38, ou E. Picard, Traité d* Analyse, a" édi- 
lion, t. I. 
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pour / = I il est en R, pour t compris entre o et i il est dans le 
domaine AF RM'. 

Marquons entre o et i les valeurs de t de la forme — dz e, ou p 

est entier; traçons les rayons ÛF, ÛG, ÛG', ÛR' et les arcs B'N, 
C'O, DP', EQ' tels que 

FF = GG'= R'R, AB'= CD = EF', 
FG = G'K'=B'C'=DE = £. 

Pour les valeurs e, — h e? - — e, • • • ? — h e, le point x<,y 

occupe les positions B, G, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, 
P, Q. Quand t varie de — — e à — -l-e, le point Xj y décrit la 
droile issue de û, ou l'arc de cercle de centre û qui joint les deux 
points correspondant aux valeurs — — e, ~ -h e. Enfin, quand 

t varie de - H- e à e, le point x. y reste dans celui des 

9 9 ' ^ "^ 

domaines, tel que AA'BB', dont deux sommets opposés sont les 

points correspondant a/=-4-eet^= e. 

Nous pouvons ainsi supposer entièrement définies les fonc- 
tions/et «p dans les intervalles (— — e, - -h ej ; pour les définir 

dans les intervalles (- 4- e, e j, nous opérons sur chacun 

de ces Intervalles comme sur (o, i), et sur chacun des domaines, 
tels que AA'BB', comme sur AF'RM', en remplaçant e par une 
quantité plus petite si, assez petite pour que les opérations soient 
possibles. Après cette opération, il restera 9^ intervalles dans les- 
quels / et cp ne sont pas définies; on répétera sur eux les mêmes 
opérations en remplaçant £ par £3. Si les e sont choisis assez 
décroissants, on ne sera jamais arrêté dans ces opérations et Ton 
définira / et cp pour un ensemble de valeurs de / partout dense 
dans (o, i) ; ce qui suffit pour les déterminer entièrement puisque / 
et (f sont continues. 

La courbe AR ainsi définie est celle qui va jouer le rôle de ajî; 
cette courbe est en effet non quarrable, si les e tendent assez vite 
vers zéro. L'étendue extérieure de la courbe est la limite vers 
laquelle tendent les nombres décroissants A, Af, As, ... qui 
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représentent respectivement Taire, au sens ordinaire du mot, 

de AF'RM'; la somme des aires des 9 domaines tels qiieAA'BB'; 

la somme des aires des 9^ domaines correspondant à t^; etc. Or 

on a 

A -A, <2 (AF'-+-F'R)e, 

A, — A, <2.3 (AF-f-F'R)6i, 



kp— Ap^x < •i.3p(XF' -h F' H)tp. 
On peut choisir les £ de façon que la série 

2{AF'-i-F'R)yE^3P 

ait une somme aussi petite qu'on le veut, c'est-à-dire de façon que 
la limite des A/ ne soit pas nulle et la courbe AR n*est pas quar- 
rahle. 

Le domaine A est limité par la courbe AR, la droite ÛA et une 
courbe ÛR telle que le secteur ÛAM' soit intérieur à A. Alors on 
distinguera les deux côtés de AR en disant que A est du côté inté- 
rieur de AR. 

Considérons un arc v non quarrable de la courbe obtenue ; cet arc 
ne se réduisant pas à une droite contient des arcs de cercle. Sup- 
posons par exemple qu'il contienne l'arc ST, relatif à c^, que l'on 

obtient pour / variant de r (- — e j — Si à r (- — c j 4-ei. AR ne 

contient que deux arcs égaux à ST, les arcs UV, XY, correspon- 
dant aux intervalles 

H' -'-5(?—)-'"'^-'-j(f -■)*"]■ 

De là résulte que y est superposable au plus de cinq manières dif- 
férentes avec des arcs de AR; dans les cinq déplacements corres- 
pondants ST prendra les positions TS, UV, VU, XY, YX. 

Les cinq déplacements dont il s'agit sont donc, soit des rotations 
autour de û, soit des symétries par rapport à des droites issues 
de Q, lesquelles droites sont des bissectrices d'angles tels que FQG, 
Sût. Or il est évident que dans ces opérations le côté intérieur 
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de Y vient coïncider avec le côté intérieur de AR. Cela suffit pour 
qu'on puisse affirmer que tout arc non quarrable de ÂR est de la 
première espèce. 

Ce résultat est plus évident encore si Ton modifie quelque peu 
la construction de AR. La courbe AR étant construite ainsi qu'il 
vient d'être dit, remplaçons chaque arc de cercle 5 faisant partie 
de cette courbe et tournant sa concavité vers l'extérieur par l'arc 8' 
symétrique de o par rapport à la droite joignant les extrémités 
de 0. La nouvelle courbe AR ainsi construite sera sans point 
double; elle aura même étendue extérieure que la précédente, 
donc sera non quarrable. Si pour cette courbe on définit comme 
précédemment le côté intérieur, tout arc non quarrable de AR 
sera de la première espèce, car tous les arcs de cercle faisant 
partie de AR ont leur concavité vers l'intérieur. 

Qu'il s'agisse de l'une ou de l'autre des deux courbes AR, on 
peut remarquer que tout arc non quarrable de AR est de la pre- 
mière espèce quand on eflfectue la classification des arcs en trois 
espèces en tenant compte, non seulement des superpositions d'arcs 
de C et de a^, c'est-à-dire de AR, qui s'obtiennent par des dépla- 
cements de C, mais aussi des superpositions que l'on obtient en 
efiectuant sur C une transformation par figure semblable quel- 
conque. Avec cette nouvelle manière déclasser les arcs, et avec les 
courbes AR construites, le nombre que nous avons appelé aire 
dépend eflectivement de 0; il satisfait bien aux deux conditions du 
problème des aires et de plus est tel que, si deux domaines sont 
semblables, le rapport de similitude étant K, leurs aires sont dans 
le rapport K^. Cette dernière condition n'était pas réalisée avec la 
première classification des arcs. 



SUR LES COEFFICIENTS DES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES DE tangx, sécx 

ET D'AUTRES FONCTIONS. 
LEUR EXPRESSION A L'AIDE D'UN DÉTERMINANT UNIQUE; 

Par M. E. Estanave. 
Dans une précédente Communication (*) j'ai montré que la 



C) Bulletin de la Société Mathématique, t. XXX, p. ait». 
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considération des nombres A„ imaginés par M. Désire André dans 
un Mémoire sur les permutations alternées (Journal de Liouville^ 
1881, p. 167) pouvait, avec avantage, être substituée à la consi- 
dération d'autres séries de nombres, tels que les nombres d'Euler, 
de Bernoulli, de Genocchi, etc., qui apparaissent dans les déve- 
loppements en séries de tang^r, de séco: et aussi dans la somma- 
tion de suites numériques importantes. Ces derniers nombres 
forment, en effet, des suites assez disparates, les unes formées de 
nombres entiers, les autres de nombres fractionnaires, tandis que 
les nombres A forment une suite de nombres entiers qui ont une 
signification combinatoire simple et par suite une existence indé- 
pendante des développements dans lesquels ils entrent comme 
coefficients. 

Rappelons que, à l'aide de ces nombres A, les développements 
de tango: et de sécx s'écrivent 



tango: 






Séca? = An -H Aj — r -h Al -;-r -+-...-+- Ajn r -h . . . . 

•2 ! 4 ! ' ip\ 

Si nous comparons ces développements à ceux déjà établis à 
l'aide des nombres de Bernoulli (B) et des nombres d'Euler (E), 
nous voyons que ces nombres sont liés aux nombres A par les 
relations 

(i ) A„,_i = — B,„ A„, == Ep. 

ip 

Ayant déjà montré que les suites des nombres By,, E^, peuvent 
être remplacées par une suite unique de nombres entiers A«, pour 
lesquels j'ai indiqué un caractère remarquable de périodicité du 
chiffre des unités, je me suis proposé ici de donner une représen- 
tation par les déterminants de ces nombres A. Il s'ensuivra que 
les nombres B^, E^ dont on a des représentations indépendantes 
diverses, que je signale ci-dessous, trouveront une représentation 
unique dans l'expression de A„, grâce aux relations (1) qui lient 
ces nombres aux nombres A^. 

Or les nombres d'Euler, de Bernoulli ont été exprimés par 
divers auteurs, MM. Glaisher, Haussner, etc., à Taide de déter- 
minants. Bien que la dépendance de ces nombres ait été démon- 




- 205 — 

trëe, on a donné de ces nombres une représentation indépendante. 
Ainsi les nombres de Bernoulli ont été exprimés par les déter- 
minants 



B„ = 





I 
•2! 


I 


« 







• • • 







I 

3! 


I 
2! 


I 







• • • 





(—l)p-^i2p\ 




t 
3T 






I 


• • • 







I 


I 

2/?! 


1 




• 


• • • 


I 




(a/?-+-i)! 


(ip — 


i)! 


2! 



où B^ est exprimé à l'aide d'un déterminant d'ordre 2/?, 



B„ = 



'/> 





I 










1 




Cl 




I 





I 


2/?(— !)/'-» 


Oi 




CI 


I 


I 


•2^P{l^P—l) 


• • • 




« • • 


• • 


■ • • M 




Cip. 


3 


Clpz 


c,%-, . 


1 1 




C}p- 


l 


cip-i 


C|p-, . 


■• cjn « 



qui est un déterminant d'ordre/?. 

J'avais indiqué aussi la représentation suivante pour Bp 



B« = 



(— |)f>^1.2/?! 
2(2»/'-»-— 1) 



I 

31 



I 



o o 



o 



I 

5! 



I 

II 



• • • « 



(— i)P (— i)/'-' 



{2p-^l)\ (2/?-l)! 



3! 



De même des nombres d'Euler on a diverses représentations à 
l'aide de déterminants 



E.= (-i)^ 



1 








Cî 


• 

— I 





CI 


-c{ 


I 



Cîp -Cî^ Ci, 



k étant le plus grand entier contenu dans 7» expression de E^, 

XXXI. i4 



i 
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sous forme d'un déterminant d'ordre /?, que l'on obtient en par- 
tant de Ja formule de récurrence qui définit E^^, Ou encore la 
forme que j'ai indiquée 



Ep=2«P2/?! 



I 




o 




o 


• • • 


o 


I 

""si 




1 




o 


• • • 


o 


I 
5! 




I 

""sT 




I 


• • • 


o 


• • 

(-1)" 


(- 


-i)p- 


1 


• 


• • • 


• 



I 



I 



I 



a*. 5! 



(•2/?-M)! {'ip — l)\ 



2«/'(2/?-4-l)! 



E^ est ainsi exprimé à l'aide d'un déterminant d'ordre p 4- i 
qu'il serait facile de réduire à un déterminant d'ordre/? en retran- 
chant les éléments de la première et de la dernière colonne. 

De la comparaison de ces diverses expressions, on peut déduire 
des identités entre déterminants, qu'il pourrait être malaisé d'éta- 
blir directement. 

Pour avoir une représentation unique pour les nombres A^, 
considérons la relation suivante indiquée par M. D. André 

h étant la partie entière de — > relation que nous pouvons écrire 
d'une manière plus condensée 

n-l 

2 (-i)^2*^-^»CS-^«^+«)A,^^, 

P = t 

H- 2 (— i)«-/'2«/'C«-*''A,p= (— i)«+«-f- 1. 

/» = ! 

Dans le cas où n est pair q prendra les valeurs o, i , 2, . . . , 



n — a 



et p les valeurs i, 2, 3, . . ., -> et si n est impair q prendra les 



n — I 



valeurs o, i , 2, . . . , et p les valeurs 1,2, . . . , — ^ 



n — I 
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Si nous donnons à n les valeurs i, 2, 3, . . . . n, nous obtenons 
les n équations linéaires à n inconnues A|, Ao; A3, . . ., A„ sui- 
vantes : 



2CÎA1 =2, 

2CJA,— 2«CJA, =0, 

2CîAi-4-2'CJA,— l'CJAs =2, 

2CÎA1 — 2*G{Aj— 2»G{A3-h2*G{At =0, 

2GîAi4-2«GjA,— 2»G|As-2^GJAt-F25GîA5 = 2, 
• 1 

2GS-*A,-h(— i)'»-i2»G;;-«Ai— 23Gj-3A5-f-(— i)«-«2*C?r*At 
-f. (_ , )/. 2« CJ A« = i -f- (— I )«-» K 



De ces équations on tire la valeur de A/i 
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uCJ 




— 2« 


































2»Gi 
— 2»Gî 


— 2» 

-2»GJ 
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• • • • 


(- 


i)«-«2«G;r' 


-2'G| 

— 23G;;-» 


(- 
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Ci 
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2» 
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a'C?.- 
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I-^( 


2 




l)«" 


-»i 


*c«- 


_,)n-M 



qui est la représentation de A,, à l'aide d'un déterminant d'ordre n. 
Dans cette expression k est impair toutes les fois que 



n — 2 



est 



entier et k est pair dans tous les autres cas. En sorte que le signe 
à prendre devant le déterminant sera le signe — ou le signe 4-, 



n — 2 



suivant que — - — sera ou ne sera pas entier. 

Cela étant, remarquons que le déterminant ci-dessus, que j'ai 
écrit sous cette forme transitoire, uniquement pour faciliter la 
lecture, se simplifîe ; la première et la dernière colonnes sont divi- 
sibles par 2, la deuxième est divisible par 2-, la troisième par 2' 
et ainsi de suite la colonne de rang p est divisible par iP, Il résulte 



n(n — 1) 



-t-l 



que ce déterminant est divisible par 2 ' 

Nous avons par suite pour A„, en remarquant que C^, = C^~^, 
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la représentation suivante, à l'aide d'un déterminant d'ordre /i, 



A« = 



(~\)^- 



2 



//-l 
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c> 
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CA 
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Cl 
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Cl 
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-CJ 
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c;, 


(- 
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cj 
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(- 
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C», 


Ci 


• > I 


I-4-( 


— I )«-*-» 



2 



Comme vérification, si Ton donne à n les valeurs i, 2, 3, 4t 
5, . . ., on trouve facilement 

Aj = i, Aj=i, A3 = 2, A4=5, A6 = i6, ..., 

qui sont bien les valeurs des cinq premiers nombres de M. André. 



SUR UN PROBLÈME MIXTE AUX DÉRIVÉES PARTIELLES; 

Par M. Haoamard. 

1. Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles du 
second ordre, ayant la forme de Laplace 



(I) 



d^z dz , dz 

-T — r — ha-T — ho- — hcz = 
ox oy ox oy 



(équation qui admet pour caractéristiques les parallèles aux axes) 
et une ligne L. 

Si celle-ci n'est coupée qu'en un point par une parallèle quel- 
conque à Taxe des x et en un point par une parallèle à l'axe 
des y, une solution de l'équation (1) sera déterminée si l'on 
donne, en chaque point de L, les données de Cauchy, c'est-à-dire 
les valeurs de z et de ses dérivées premières. 

Si, au contraire, la ligne L, tout en continuant à n'être coupée 
qu'en un seul point par une parallèle quelconque à l'axe des y^ 
est composée de deux arcs BA, AC (Jiff' i) tels que toute paral- 
lèle à Taxe des a: qui rencontre l'un rencontre aussi l'autre (chacun 
d'eux n'étant d'ailleurs renconlré qu'en un point), le problème 
de Cauchy, comme l'a montré M. Picard, devient, en général, im- 
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possible par surabondance des données. Airtsi que je Pai remarqué 
dans un article précédent (*), celui qu'il convient de lui substi- 
tuer est un problème mixtCj intermédiaire entre celui de Cauchy 



Fig. I. 




et celui de Diriclilet, lequel consiste à se donner : 

Sur l'un des deux arcs (AB par exemple) les données deCaucliy; 

Sur l'autre arc, AC, les valeurs de z seulement. 

Cette dernière série de données est d'ailleurs supposée concor- 
der avec la première au point A, c'est-à-dire fournir, en ce point, 
la même valeur pour z et la même valeur pour la dérivée de ;; 
prise suivant AC. 

Le problème ainsi posé est possible et déterminé (^), ainsi que 
je l'ai établi dans l'article cité. Il peut, si l'on veut, se ramener à 
un autre qui a été étudié par M. Picard (^), puis par M. Cour- 
sât (*), et dans lequel on se donne les valeurs de l'inconnue z^ 
d'une part sur AC, d'autre part sur une caractéristique issue de A, 
en l'espèce, la parallèle AA' à l'axe des y. 



(•) Sur l'intégrale résiduelley ce Bulletin, t. XXVIII, 1900, p. 81 et suiv. 

(^) Il ost intéressant de rapprocher ce résultat de celui auquel est parvenu ré- 
cemment M. Goursat {Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 8 juin 1908 ) 
relativement au cas où les lignes AB et AC sont dans un même angle formé par 
les caractéristiques issues de A; on détermine alors une solution en se donnant 
uniquement les valeurs de z sur AB et sur AC. Au contraire, si AB et AC sont 
dans deux angles adjacents, le problème ainsi posé est indéterminé, comme l'ob- 
serve M. Goursat. Notre remarque de 1900 consiste en ce qu'on le détermine en 
adjoignant aux données précédentes les dérivées premières de z sur AI$. Enfin, 
si les deux. segments de L sont dans deux angles opposés, les données à prendre 
seront, bien entendu, celles de Cauchy sur chacun d'eux. 

i^) In Darboux, Leçons sur la théorie des sur/aces, t. IV, note i. 

( * ) Leçons sur l'intégration des éjualions aux dérivées partielles du second 
ordre, t. II, p. 3o3-3o8. 
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Le problème mixte (et non le problème de Cauchv) est celui 
qui intervieat dans la plupart des questions dynamiques, dès qu'on 
abandonne le cas tout théorique d^un milieu indéfini en tous sens 
pour passer à celui d^un milieu limité. G^est à lui qu'on est con- 
duit, en particulier, dans la théorie de la propagation de Télec- 
tricité le long d'un câble limité au moins dans un sens. Aussi 
les recherches sur cette théorie poursuivies, cetle année, par 
M. Brillouin, dans son cours au Collège de France, m'ont-elles 
engagé à reprendre l'étude du problème mixte et à en chercher 
une solution analogue à celle qui résulte, pour le problème de 
Dirichlet, de la considération de la fonction de Green et, pour le 
problème de Cauchy relatif à l'équation (i), de la méthode de 
Riemann. G'est cetle solution que je vais exposer : appliquée à 
l'équation des télégraphistes, elle conduit, bien entendu, aux ré- 
sultats que M. Brillouin a obtenus par des calculs directs ( *). Elle 
permet même, comme nous le verrons, de simplifier la solution 
de IVl. Brillouin. 

2. La formule que nous appliquerons sera toujours la formule 
fondamentale employée dans la méthode de Riemann (^) et que 
nous écrirons sous la forme suivante : 

dans laquelle 

z est une solution régulière quelconque de Téquation proposée (i); 
M, une solution régulière de l'équation adjointe; 
5, l'arc de la ligne d'intégration, laquelle est supposée fermée; 
V, la direction co/io/'/?ia/<? (5) à cette ligne, direction qui n'est 

autre que la symétrique, par rapport aux axes, de celle de la 

tangente, et qui est définie par les relations 

dr dx dy dy 

c/v ds c/v "" d$ 



(') Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, 23 mars igoS. 
( ' ) Darboux, Leçons sur la théorie des sur/aces, t. II, § 358, p. 76. 
(3) D'ÀDiiÉMAn, Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
11 février 1901. 
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Soît alors O (a?', y) un point situé entre les lignes AB, AC et 
où Ton veut calculer la valeur de z. Menons par ce point la carac- 
téristique x = const.; nous considérerons uniquement le cas où 
cette caractéristique coupe [en un point P (x', j^i)] l'arc AG et 
non l'arc AB, le problème pouvant être considéré comme résolu 
(par la méthode de Riemann) dans le cas contraire. Par les 
points O, P menons les caractéristiques y = const., qui coupent 
l'arc AB aux points Q, R respectivement. 

Soit, d'autre part, U (^, JK; ^', JK') une fonction de x^y définie 
par les propriétés suivantes : 

i** Entre les parallèles OQ, PR, elle se réduit à la fonction de 
Riemann u{Xy y; x\y) ( *); 

a^ Au delà de PR, elle satisfait encore à 1 équation adjointe, et 

I fias- 
se réduit, sur PR, à a — UpCf^ '^' , où 

-j a(x',y)dy 

(3) wp =^ M(ar', ji; a:',y) = c • ^' ; 

3° Sur l'arc AP elle est nulle. 

Cette fonction est, comme on le voit, discontinue sur PR. Les 
conditions 2^ et 3® (qui concordent au point P, grâce au choix du 
facteur Ui») la définissent dans toute la portion du plan comprise 
entre PR et la parallèle à cette droite menée par le point A. 

De même que la recherche de la fonction de Green est un cas 
particulier du problème de Dirichlet, la détermination de U, à 
l'aide des deux conditions précédentes, est évidemment un cas 
particulier du problème mixte (ou, plus exactement, du problème 
équivalent de MM. Picard et Goursat, auquel nous avons fait 
allusion tout à l'heure), l'équation (i) étant remplacée par son 
adjointe et la caractéristique AA', parallèle à l'axe des y^ étant 
remplacée [comme nous le faisait prévoir une première solution 
théorique obtenue précédemment (^)] par la caractéristique PR, 
parallèle à Taxe des x. Quant à l'arc AP, il est le même dans les 
deux cas, de sorte que, comme nous devions également nous y 



( ' ) Darboux, foc. cit.t p. 78. 

(*) Sur r intégrale résiduelle, n" 9, p. 83. 
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atlendre (*), la solution dépend essentîellemenl de la forme de 
cet arc. 

Appliquons successivement la formule (a), où nous remplace- 
rons u par U, au quadrilatère mixtiligne OPRQO, puis au 
triangle mixtiligne PARP, et ajoutons les résultats obtenus. L^in- 
tégrale prise le long de OP est, comme on sait (^). égale à 

-\zq — («'5)p], et celle qui est prise le long de QO, à - [sq — ("'5)q]. 

De plus, une réduction toute semblable s'appliquera à l'ensemble 
des deux intégrales prises le long de PR. En effet, celles-ci, comme 
les premières, ne dépendent que des valeurs de z et de u sur PR 
même, puisque PR est caractéristique, de sorte que toute la partie 
de U qui est continue sur cette ligne s'éliminera dans Taddition et 
que la variation brusque [U] de U interviendra seule. Or celle 
variation vérifie, le long de PR, Féquation différentielle 

analogue à celle par laquelle sont déterminées les valeurs de u 
sur OQ. Donc la somme des deux intégrales prises le long de PR 

se réduit à - u^\Zf^(r^ — z^) . 

Considérons enfin les termes relatifs à AR, RQ et AP. Les 

deux premiers ne dépendent que des données de Caucliy sur AB 

et sont entièrement connus. Enfin il en est de même du dernier, 

puisque, grâce à la troisième condition imposée à U, il ne contient 
dz 

On obtient donc la solution du problème par la formule 



r 



(4) ' ^ ^ 



3. L'intégrale prise de A à Q est, en réalité, la somme de deux 



(•) Jbid.y n- 10, p. 84. 
(*) Dardoux, loc. cit. 
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autres de nalure difTérenle, puisque la fonction U n'a pas la même 

forme lorsqu'on la considère le long de l'arc AR ou le long de 

dz 
l'arc RQ. Les coefficients de i; et de ^ sont même tous deux 

discontinus au point R. Cette discontinuité n'a rien qui doive 
nous surprendre. Si, en effet, on applique la méthode précédente 
à un problème physique quelconque, par exemple si l'on part de 
l'équation 

qui définit les mouvements des cordes vibrantes ou les mouve- 
ments rectiligues infiniment petits d'un gaz, la ligne AC corres- 
pondra aux conditions à l'extrémité; la ligne AB à Pétat initial ; 
l'arc QB de celte ligne (Jig- i) représentera la partie de l'état 
initial qui ne peut influer au lieu et à l'instant représentés par le 
point O^ l'arc QR, la partie qui, dans les mêmes conditions, 
influe uniquement par ses ondes directes; l'arc RA, la partie qui 
agit à la fois par ondes directes et par ondes réfléchies à l'extré- 
mité. La discontinuité dont nous avons parlé plus haut ne repré- 
sente donc autre chose que le phénomène de la réflexion. 

4. Si, au lieu des données de Cauchy sur AB, on donnait les 
valeurs de z sur AA', il suffirait de placer les points Q et R sur cette 

droite ; la formule (4) deviendrait (en transformant, à l'aide d'une 
intégration par parties, le terme /u^-cf5=— /^T"^) 

<3o= (m^)p-+- (£/-8)q — Mpc*^*' 5r — I zay{- aUj— I -z-j-as, 

5. Notre fonction U présente une propriété de symétrie ana- 
logue à celle que possède la fonction de Riemann. 

Autrement dit, si, en même temps que le point O qui sert à 
former la fonction U (en menant la parallèle OP à l'axe des^y él la 
parallèle PR à l'axe des x), nous considérons un second point O' 
(Jig- 2,2^15), par lequel nous menons la parallèle O'P' à l'axe 
des X, pour mener par P' la parallèle P'R' à l'axe des jk (les demi- 
droites P'O', P'R' étant du même côté de la ligne AC), et si nous 
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définissoDS une fonction Z des coordonnées d'un point M par les 
condiltons suivantes : 

I** Pour les positions du point M, situées du même côté deP'R 
que le point O', Z coïncidera avec la fonction de Riemann z rela- 

Fig. 3. Fig. a bU. 





tîve aux points O' et M [solution de l'équation (i), lorsqu'on la 
considère comme fonction des coordonnées de M]; 

2** Pour Jes positions de M situées au delà de P'R', mais en deçà 
de la ligne AC, Z sera également une solution de l'équation (i), 

prenant sur P'R' les valeurs z — Zf.e*^*^ (Zp. étant la valeur de z 
au point P') et sur l'arc P'(] la valeur zéro. La valeur de Z au 
point O sera égale à la valeur de U au point O'. 

Dans le cas où le point O' est du même côté de PR que le 
point O {^fig, 2) et où, par conséquent, la fonction U coïncide 
avec la fonction de Riemann {/, nous pouvons considérer cette 
proposition comme déjà démontrée, du moment que la fonction Zq 
coïncide, elle aussi, avec -^o, c'est-à-dire que le point O est du 
même côté que O' par rapport à P'R' : et c'est ce qui a manifeste- 
ment lieu, car ce fait et celui duquel nous sommes partis (O et O' 
situés du même côté par rapport à PR) reviennent tous deux à 
dire que le point d'intersection de OP, O'P' est du même côté de 
la ligne AC que les points O, O' eux-mêmes. 

Lorsque, au contraire, les lignes OP, O'P' ne se coupent pas 
entre elles avant de rencontrer AC {Jig* a bis){*)^ on peut établir 

(*) En ce qui concerne la position relative des points O et O', il y a, géométri- 
quement parlant, d'autres cas de figure à considérer que ceux qui sont repré- 
sentés par les figures s et 3 bisj mais ceux-ci sont les seuls qui interviennent 
dans Téludc du problème mixte. 
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l'égalité Zo= Uo', en montrant que la fonction U©', considérée 
comme fonction du point O, vérifie toutes les conditions qui 
caractérisent Z. Mais on peut aussi, ce qui revient au même en 
somme, employer encore la formule fondamentale (2). Soient, à 
cet effet, OQ une parallèle menée par O à Ta^e des x, O'Q une 
parallèle menée par O' à l'axe des j^; R, IV les points d'intersection 
de PR, P'R' avec O'Q, OQ respectivement; I, le point d'inter- 
section de PK, P'R'. 

On intégrera le long des trois rectangles OPIR', R'IRQ, IP'O'R 
et du triangle mixliligne IPP'. Si l'on lient compte de la valeur 
des discontinuités éprouvées par les fonctions Z, U le long des 
lignes PR, P'R', on verra aisément que l'équation qui résulte des 
quatre formules ainsi obtenues se réduit à l'égalité annoncée. 

6. Considérons l'équation des télégraphistes, réduite à la forme 

l'élude de la propagation de Téleclricilé dans un fil indéfini dans 
un sens (*) conduit à la détermination d'une solution de celle 
équation par les données suivantes : 

1" Valeurs de 5 et de -- pour / = o, Ç ^o; 

2" Valeurs de z pour Ç = o, / ^ o. 

Autrement dit, ramenant Téquation à la forme de Laplacc 

(5) — ^ = 

d.rdy 

par le changement de variables 

(6) n^""'' 



(>) On sait que le cas du fil limite dans les deux sens ne présente aucune dif- 
(icullé essentielle nouvelle, toute la question étant de tenir compte des réflexions 
successives dont chacune peut se calculer par les formules du texte. On devra 
diviser le plan des \l (ou du moins la portion de ce plan définie par t^o, 

= ^ = /) où / est la longueur du câble) en régions en forme de triangles ou de 
losanges, telles qu'elles sont figurées dans mes Leçons sur la propagation des 
ondes et les équations de V hydrodynamique {fig. 10, p. i4^)i les formules 
étant différentes pour chacune de ces régions. 
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nous sommes ramenés au problème qui vient d'être étudié, la 
ligne AB ayant pour équations 

(7) t =y -\- X = o, op'lo, y = o 
et la ligne AC 

(8) \=zx — y—o^ ar^o, y^o. 

La fonction de Riemann, //, symétrique, ici, par rapport aux 
deux poinis (a:, j^), {x'^y) dont elle dépend, puisque l'équation 
est identique à son adjointe, a, comme on sait, la forme 

(9) w=y [(^ — ^')(r— y)]» 

où la fonction y n'est autre, au changement près de l'argument en 
son carré, que la fonction de Bessel d'indice zéro : 



X x« X^ 






7. La forme de la fonction 11 suggère immédiatement un pre- 
mier mode de solution du problème mixte, lorsque la ligne AC 
est représentée par l'équation (8) (ou, plus généralement, par 
l'équation x — y = const). 

Si, en effet, on prend pour (.r, y) un point de la droite AC et, 
pour le point (^',j^'), successivement deux points Q, Q< symé- 
triques l'un de l'autre par rapport à cette ligne, la fonction u aura 
évidemment la même valeur dans les deux cas. 

Supposons, dès lors, qu'on se donne les valeurs de l'inconnue 2 
sur AC et aussi sur la caractéristique A A', parallèle à l'axe des y. 
Il sera aisé de calculer z en tout point de l'autre caractéris- 
tique AA| menée par le point A et qui est l'image de la première 
par rapporta AC. Soient, en effet, Qun point de AA', Qi l'image 
de Q par rapport à AC, c'est-à-dire un point de A A', ; P, le qua- 
trième sommet (situé sur AC) du carré AQQ< P. 

11 suffit d'ajouter l'une à l'autre les deux formules 






(«0 
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qui expriment (*) jSq et Zq^ en fonction des valeurs de z et de ses 
dérivées sur AC, pour éliminer la dérivée conormale de z. 

Connaissant les valeurs de cette quantité sur AA' et surAA', , 
on pourra la déterminer dans tout Tangle de ces deux droites par 
une formule connue (^). 

Rien n'empêcherait d'ailleurs d'appliquer ce mode de calcul à 
la fonction U, qui est nulle sur AC et dont on connaît les valeurs 
sur la droite nommée plus haut PR. Sur la droite PR|, prolonge- 
ment de OP, les formules (i i) donneront simplement Ur, = — Un 
(pour PRj = PR), et la formule dont nous venons de parler fera 
connaître les valeurs cherchées par une quadrature; ce seront ces 
valeurs qu'il conviendra de reporter dans la formule (4). 

Que l'on emploie l'un ou l'autre de ces deux procédés, on voit 
qu'on serait conduit, pour le calcul de Zq^ à deux quadratures su- 
perposées. On retomberait ainsi sur des résultats semblables à 
ceux qu'a obtenus M. Brillouin, dans le travail cité. 

8. La fonction U ne joue qu'un rôle secondaire dans le calcul 




qui précède, puisqu'il peut être opéré sans son intervention. C'est 
elle, au contraire, qui va nous permettre d'en simplifier le résultat 

et de montrer que le coefficient de z ou de -^7 dans chacun des 
termes qui figurent sous le signe / au second membre de la for- 



(') Darboux, loc. cU, Le changement du signe de l'intégrale définie lorsqu'on 
passe de la première formule (11) à la seconde correspond évidemment au chan- 
gement de rôle qui se fait entre les points \ et P, lorsqu'on passe du point Q au 
point Q,. 

(') DARQOUXf ibid., n" 359. 
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mule (4), peut s'exprimer explicitement sans nouvelle quadra- 
ture. 

Soit, en effet, Oi{a:,y) l'image du point O par rapport à 
A.G (Jig' 3), c'est-à-dire un point obtenu en portant sur la 
droite RP, prolongée au delà du point P, une longueur P0| 
égale à PO. 

Considérons la fonction 

(12) lig — wJÎ,. 

Nous avons déjà utilisé, il j a un instant, deux propriétés de 
cette fonction : celle de satisfaire à l'équation et celle de s'annuler 
sur AC* 

Mais il est également évident, d'après sa forme même, que cette 
fonction possède la troisième propriété caractéristique delà fonc- 
tion U, celle qui est relative aux valeurs sur PR. Sur cçtte der- 
nière droite, en effet, le terme w" se réduit à Tunilé, et, d'autre 
part, cette valeur est aussi celle que prend la discontinuité 

Ç bfiT 

UpC*^ '^ de la fonction U. 

Donc V expression (12) représente la fonction U cherchée. 

La formule (4) peut, par conséquent, s'écrire immédiatement. 
Les dérivées normales qui interviennent dans celte formule seront 
prises par rapport à t sur AB et par rapport à \ sur AC; sur cette 
dernière droite, d'ailleurs, la dérivée conormale du second terme 
de l'expression (12) vient doubler celle du premier. 

Dès lors, si Ton désigne par j et j\ les valeurs que prend la 
fonction j lorsqu'on y remplace l'argument X successivement par 
les expressions 

\[(j-n'-a-in ^[(^-^')*-(ç-+. ?')«]; 

par y et y, les valeurs que prend, dans les mêmes conditions, la 
dérivée y (X), on aura 



^ 
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où q, r sont les abscisses des points Q, R, savoir 

et p= r = t' — Ç' la valeur de t correspondant au point P. 

9. Il est intéressant de comparer le calcul tel que nous venons 
de le faire avec celui qui s'était présenté à nous tout d'abord (n® 7). 
En particulier, nous avions indiqué le mojen de former (moyen- 
nant une quadrature) la fonction U. 

Égalons l'expression ainsi obtenue à l'expression (12); il est 
aisé de voir que nous obtiendrons Tidenlité suivante, relative à la 
fonction j : 

f j[a{c-t)\.bj\bt)dtr=:J{ac-\-bc)^j{ac\ 

OU, si l'on veut, 

(i3) f ~ j[a{i^t)\d[j{bt)\=^j(a-^b)-^j{a\ 

en faisant c = i , ce qui ne diminue pas la généralité. 

Autrement dit, si nous faisons correspondre, à un point quel- 
conque (X, Y) du plan, un second point de coordonnées y (X), 
/(Y), et que le premier point décrive le triangle rectangle dont 
les côtés, dirigés suivant les axes de coordonnées, ont pour lon- 
gueurs a et 6, le second point décrira une figure dont Taire sera 

/(a + 6)-y(a)-.y(6)-i-y(o). 

On démontre directement sans difficulté l'identité (i3) en rem- 
plaçant la fonction j par son développement en série (9) et utilisant 

la valeur connue de l'intégrale / (1 — t)Pt^'^ dt. 

D'autre part, cette identité est caractéristique de la forte-- 
tion j et pourrait, par conséquent, servir à définir la fonction de 
Bessel [à un facteur constant près figurant dans l'argument, et 
qui sera déterminé si l'on adjoint la condition y(o) = 1]; il suffit, 
en efTel (du moins si Ton suppose la fonction continue ainsi que 
sa dérivée), de faire b = o après avoir divisé par t pour retomber 
sur l'équation linéaire à laquelle satisfait^. 

10. On peut se demander s'il existe une relation du même genre 
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entre les fondions de Bessel d'indice non nul. C'est ce qui a lien, 
en effel; pour le voir, nous multiplierons une telle fonction par 
une puissance de la variable et nous la considérerons sous la 
forme 

X/»-Hw» 



m = 

La fonction ainsi écrite est liée à la fonction J^, telle qu'on la 
considère habituellement (*), par la relation 

yV(X) = (-X)U^(2/~X). 

Nous prendrons deux quelconques jp^ jg des fonctions ainsi 
définies, les indices p, q étant toutefois positifs (ou, plus exacte- 
ment, l'indice q positif ou nul et p supérieur à — i) et nous for- 
merons l'intégrale 

(i4) / jp\a{\^i)\d\jrt{bi)\. 

La quantité sous le signe / est une série double dont le terme 
général est 



m ! 71 ! r (/? -+- m H- I ) r ( y -*- m -+- 1 ) 
Or, on a 



r (i — /)/'-»-'«fi?(/7-»-«)=(^-h/i) r (i— r)^"«f7^-'»-irf/ 

r(/> -h m -h i) V{q H- /i -♦- i) 
V{p'\-q -H m -\- n -\- i) 

H est, dès lors, clair que l'intégrale (i4) est égale à 

si q est différent de zéro, et à cette même quantité diminuée de 
Jp{a) si q est nul. 

11. Les raisonnements qui viennent d'être développés (n*'8) 
(') Voir, par exemple, Jordan, Cours d'analyse, t. III, Ch. II. . 



% 
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ne sont pas particuliers à Téquation d*Ëuler : ils reposent, au 
fond, sur ce seul fait que l'équation ne change pas de forme quand 
on y permute jc et y. 

Pour toute équation à invariants égaux 



-4- A-8 =0, 



dx&y 



où X est symétrique en x eten j^, ces raisonnements sont valables 
et prouvent que la fonction U a la valeur (12), lorsque la ligne 
AC a pour équation x — y = o. 

Considérons, par exemple, l'équation d'Euler, que Ton peut 
réduire à la forme 

' àxdy (x^yy 

Elle offre le genre de symétrie dont nous venons de parler rela- 
tivement à la droite x — y= o; seulement celle-ci est une ligne 
singulière, de sorte qu'il n'y a point lieu de la considérer à notre 
point de vue actuel. 

Mais Téquation (i5) présente également la même symétrie 
relativement à toute droite x -\- y = cousl, : une telle droite 
pourra donc être prise pour la ligne AC, et nous pourrons 
résoudre le problème ainsi posé. 

12. L'équation (i5) est celle qui régit le mouvement rectiligne 
d'un gaz contenu dans un tube cylindrique. Les données par les- 
quelles il est le plus naturel de déterminer un tel mouvement sont 
constituées par l'état initial du fluide et les mouvements des pis^ 
tons placés aux extrémités du tube. 

Ce problème est, dans le cas général, beaucoup plus difficile 
encore que celui dont nous venons de nous occuper. L'équation 
du mouvement n'est, en effet, ramenée à la forme (i5)que moyen- 
nant une transformation de Legendre, de sorte que x ely sont 
des fonctions de la vitesse et de la densité, et l'on ignore comment 
cette dernière quantité varie au voisinage du piston mobile, autre- 
ment dit (*), les données fournies par le mouvement de ce piston 
sont relatives à une ligne inconnue du plan des xy. 

( • ) Voir mes Leçons sur la propas^ation des ondes et les équations de VUy^ 
drodynamique, n° 180, p. 172-173. 

XXXI. i5 
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Il est toutefois un cas où le problème renlre dans la catégorie 
qui vient d'être étudiée : c'est celui du piston fixe» Alors, 

pour a = o, la vitesse, égale à ^, est constamment nulle, et 

il en est de même (*) de la variables. 

Par conséquent, non seulement nous sommes ramenés à notre 
problème mixte, mais même à un cas dans lequel nous savons 
résoudre ce problème. 

Il en serait de même si la vitesse du piston était constante. On 
serait encore ramené au problème mixte, mais dans un cas non 
résolu jusqu'ici, si, au lieu de se donner le mouvement du piston, 
on s'imposait la condition que la pression au contact de ce piston 
fût égale à une constante donnée. 

13. Les calculs du n° 11 conduisent évidemment à des iden- 
tités analogues à celles du n" 9, mais relatives à la série hyper- 
géométrique. 

La question du problème mixte n'est pas d'ailleurs seule à les 
fournir. Toute expression qui représente la fonction de Riemann 
relative à une équation du type (i) donne lieu à de telles iden- 
tités; on les obtiendra en utilisant la formule qui exprime une 
intégrale de l'équation en fonction de ses valeurs sur deux carac- 
téristiques. 

Soient, en effet, 0'{x\ y')\ 0{x^y) deux points du plan; 
x=i X\^ une parallèle à l'axe des y qui coupe en P, P' les paral- 
lèles à Taxe des x menées par O, O'. La quantité w(0, O'), lors- 
qu'on Tenvisage comme fonction du point O', est une solution 
de l'équation proposée; comme telle, elle peut être considérée 
comme définie par ses valeurs sur les deux caractéristiques PO, 
PP' et calculée en O' d'après ces données : on a ainsi l'identité 



/ u{x,y\ xu y\) ^-"(^i, îi;^:',/) — a(a:,, r^) a(a7,,7); a?',y)J dT^ 



= u{Xyy\ x\y) — u{x,y\xuy)e ^ 



En appliquant à l'équation d'Euler et de Poisson, on trouvera, 



( ') Loc. cit., n° 170, p. i6!i-i63. 



k 
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pour la série hypergéomélrique F(P, P', i, <y), Tidcntité 

= aP'6PF(p, P', ,,i--aô)-aP'F(?, P', i, i-a) (a>o, 6>o) 

à laquelle on pourrait donner diverses formes en utilisant les di- 
verses transformations que l'on peut eflecluer sur la série hyper- 
géométrique. On pourrait, par exemple, écrire 

£%[?,. -P'..,(.-i)4^F[p',.-p.,.(.-')(.-«)] 

= *P-P'f(p'..-p,,,.-^)-f(p',.-?,.,,-J). 

Il y aurait, d'ailleurs, intérêt à établir directement cette formule : 
on arriverait ainsi, sans doute, à la généraliser, comme nous 
Tavons fait au n® 10 pour la formule (i3). 

14. Je présenterai, en terminant, une remarque relative au pro- 
blème mixte relatif à Tespace. 

J'aî fait observer, dans mon article sur ^intégrale rési- 
duelle (*), que le principe de Huyghens cesse de s'appliquer à 
l'équation du son 

lorsque l'on considère, relativement à cette équation, le problème 
mixte et non le problème de Cauchy. 

Il semble que, là encore, la forme du domaine joue un rôle 
essentiel. Si, en effet, au lieu de la sphère que j'avais envisagée 
dans l'article cité, on prend comme surface initiale le plana: = o, 

sur lequel on se donnera les valeurs de z pendant que -3 et -r- seront 

donnés pour ^ = o, o: ^ o, il est aisé de voir que le principe de 
Huyghens subsiste. 

On peut, en effet, résoudre le problème mixte ainsi posé, en 
considérant l'image 0| du point O par rapport au plan en ques- 

(') NM5, p. 88. 
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tion et formant non seulement la fonction classique u = -f{r + at)j 

mais la fonction analogue dans laquelle les rayons vecteurs sont 
comptés à partir du point 0| et non du point O. 

U suffira de substituer la différence de ces deux fonctions à la 
première d^entre elles, dans la solution de Kirchboff, pour rappli- 
quer au cas actuel; et Ton constatera sans difficulté que les seules 
données qui interviennent dans la solution sont relatives à des 
multiplicités doublement (et non triplement) étendues. 



SUR L'EXISTENCE DES INTEGRALES D'UN STSTËME COMPLET 

DÊQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE 

D'UNE SEULE FONCTION INCONNUE; 

Par M. N. Saltvkow. 
Considérons un système complet (*) de m équations 

^ A* = I, 9., . . ., m, 

où les fonctions H|, H2, ..., Km sont holomorphes dans le voi- 
sinage des valeurs zéro des quantités x^j x^y •••> ^/o ^9 Pm^i^ 
/>m+2? •••> Pn considérées comme des variables indépendantes. 
Cela étant, le théorème de Cauchy démontre l'existence d'une 
intégrale z du système (i) holomorphe dans le domaine du 
point X i = X2= ' » ' = Xfi=^ o et telle que les valeurs 

âz dz dz 

» y • • •) -T > 



pour X| = ^2 = . . . = Xm= o, deviennent identiques à 

f àf ôf àf 

/étant une /onction des variables Xm+^f ^w+a, ..., x,i arbi- 
traire, mais holomorphe aux environs du point 

^m-hl = ^m-^l = . . . = Xfi = O, 



(*) Cî Journal de Mathématiques, iSrjçi, p. .^V) 
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s' annulant pour ce dernier, ainsi que tputes ses dérivées du 
premier ordre. 

La démonstration de ce théorème, qui va être exposée, est 
fondée sur rîntroduction de la notion de /onction majorante du 
système (i). 

II est aisé de représenter le développement de l'Intégrale en 
question par la série de Maclaurin (^), 

Notre problème revient alors à démontrer la convergence 
absolue et uniforme de cette dernière série. 

Les fonctions H|, H2, ..., Hm étant développables en séries de 
Maclaurin aux environs des valeurs zéro des variables x^, ^2, . . ., 
^nt z^ pm^\i Pm^ai • • m fn^ soIcnt /* le plus grand des modules de 
ces dernières et M le plus grand des modules des fonctions Ha 
dans le domaine considéré; désignons enfin par p et N les valeurs 
analogues relatives à la fonction y. Cela posé, les fonctions 

M 

> 

Xj-h Xf-^., ,-{- X„-h Z -h Pm-*-\ H- Pm-^i -^- - " H- /?« 

r 



P P — ( ^/«-4-i ■+- ^m-^t -H . . . -H a:« ) 



sont développables, dans le même domaine, en séries de Ma- 
claurin, dont les termes sont supérieurs aux termes correspon- 
dants des séries représentant les fonctions H^ et y. 
Formons ensuite le système complet 

(3) Pa = n, A: = 1,2, ..., m, 

Pk désignant les dérivées partielles du premier ordre de la fonc- 
tion Z par rapport aux variables Indépendantes Xty x^i •••, Xn 
et H représentant la fonction 

M 



H = 



,_ ^1 -^ ^» -^ . » -^»y n -^- Z 4- Pm-4-l -H P;n4-» -^ » . . -^ P/i 



( ') GouRSAT, Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles 
du premier ordre. Paris, 1891, p. 178-179. — Delassus, Leçons sur la théorie 
analytique des équations aux dérivées partielles du premier ordre, p. ao-21. 



— 226 — 



On voit aisément que notre problème revient à calculer une 
intégrale Z du système (3) holomorphe aux environs du point 
x^ = X2 = " •= Xn'= o, telle que les quantités 



Z. 



dZ dZ dZ 



> -^ » • • • > -; y 



à^m-i-i àXm-i-j àXn 



deviennent, au point jr, = ^2 = . . .= Xm= o, égales aux valeurs 
correspondantes de la fonction (2) et de ses dérivées premières 
par rapport aux mêmes variables indépendantes. 
Si Ton met le système (3) sous la forme suivante, 

P*— Pi = o, k = 2, 3, ...,m, 
Pi = H, 

rintégrale générale des équations de la première ligne est 

F étant une fonction arbitraire. Par conséquent, en introduisant 
les notations 

on parvient à l'équation aux dérivées partielles da premier ordre 
p et q d'une fonction u par rapport aux variables indépendantes 
X eiy^ 

(4) [x-hjr-\-u-h{n—m)q — rj/? -4- M/' = o, 

dont il s^agit de trouver une intégrale u bolomorphe aux environs 
du point ^=j^=o, telle que, pour ^ = 0, la fonction u et sa 

dérivée j- deviennent respectivement identiques à 



N y 






Ce dernier problème a été résolu par M. Konigsberger ('). Le 
résultat requis s'obtient aisément si l'on transforme l'équation (4) 
enpreaant/> comme nouvelle variable indépendante, au lieu dex, 
et en introduisant, au lieu de u^ la nouvelle fonction v définie par 

(») y. Crelle, Bd. 109, S. S. 273-277. — Malhem. Ann., Bd. 42, S. 485. 
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réqualioii 

V = y -{- u — /• — xp. 

L'équation transformée devient alors linéaire, 

dy n — ni Op n — m (/i — ffOP 

dont l'intégrale demandée s'obtient sans difficulté. 

Le seconde question que je veux aborder à présent concerne 
Texistence unique des intégrales définies par les conditions ini* 
tiales du théorème de Cauchy. Nous allons voir (*) que, dans le 
domaine considéré, il n'existe point d'autres intégrales avec les 
mêmes conditions initiales que celles qui viennent d'être étudiées. 
En effet, supposons le contraire; soit z^ une intégrale quelconque 
admettant les mêmes conditions initiales que l'intégrale z dont 
l'existence vient d'être démontrée, et distincte de cette dernière. 
Par conséquent, les identités suivantes ont lieu 



âz l àz âz àz \ 

àzi [ dzx àz^ àzi \ 

- — = 11^ ( a^i, ar,, . . ., x„y z, -r f > • • •> - — lt 

/• = 1, 9-, . . . , m. 
En les retranchant les unes des autres et posant 

on obtient, moyennant le théorème sur les accroissements finis, 
m identités nouvelles 

Ou. 



- Ba -, h . . . -+ 

OXin^X 


, du 


/• — I, 'A, . . ., //î, 





\ -. r- \jiU 

(5) Oxu- 

Afs, Ba, . . . , L)^ étant des fonctions des variables indépendantes X| , 
iTa, . . ., Xfi, Comme ^ et :;| admettent des dérivées des deux pre- 
miers ordres, les coefficients A;t, B^t, ..., h/^ admettent des déri- 



(^) La démonstration qui va suivre présente la généralisation de celle de 
M. Picard pour les équations différentielles ordinaires ( Traité d'Analyse, t. II, 
n» 14, p. 3i'|). 
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vécs partielles du premier ordre par rapport aux variables indé- 
pendantes. 

Par conséquent, les égalités (5) ayant lieu identiquement, la 
fonction z — z^ est une intégrale des équations (5) et ces der- 
nières forment un système jacobien. Donc, dans le domaine con- 
sidéré, l'intégrale générale du système (5) renfermant toutes ses 
intégrales possibles, appartenant à ce domaine, est représentée 
par la formule suivante 

^ étant une fonction arbitraire. Les quantités 

lie ', Mi, Uff ..., Un— m 

désignent les n — m -|- i intégrales distinctes du système (5), la 
fonction F conservant une valeur fînie, dans le domaine consi- 
déré, ainsi que ses dérivées du premier ordre par rapport aux 
variables indépendantes, et le déterminant fonctionnel 

(6) D ( -fiLL*'«'-i:-L'J'-''-'-'*-) 5 o, 

étant distinct de zéro dans le même domaine. 

D'après notre hypothèse, les quantités w, ^ > , > •••> -r— 

s'annulent pour les valeurs j;, = jîj =• • •= Xm= o. Donc, pour 
ces dernières valeurs, on a les identités 

*(a;, I/O, ..., MÎ-//i) = «» 

n — m 

I /' = I, 2, . . ., /i — m. 

Moyennant l'inégalité (6), les n — m dernières équations nous 
donnent les identités 

— =o, I = I, -2. ..., n — m. 

Par conséquent, la fonction 4> est constante; de plus, en vertu 
de la première égalité (7), celle conslanlc est nulle. Il s'ensuit que 



— Î29 — 

rinlégrale Zt est identique à z; donc, il n'existe qu'une seule 
intégrale définie par les conditions initiales du théorème 
étudié. 

La démonstration exposée se rapporte non seulement aux inté- 
grales analytiques, mais évidemment encore à toutes les intégrales 
de Cauchj admettant des dérivées partielles des deux premiers 
ordres. 



COMPTES RENDUS DES SÉANCES 



SÉANCE DU 8 AVRIL 1903. 

PRÉSIDENCE DE If. RAFPIf. 

M. le Président annonce à la Société la perte cruelle et imprévue 
qu'elle vient d'éprouver en la personne de M. Duporcq, secré- 
taire, décédé le 2 avril 1908. 

M. Laisant retrace en quelques mots la carrière scientifique de 
M. Duporcq et se fait Tinlerprèle des sentiments douloureux de la 
Société. 

La séance est levée en signe de deuil. 



SÉANCE DU 22 AVRIL 1903. 

PRÉSIDENCE DE M. RAFPY. 

M. Quiquet fait hommage à la Société, de la part du Comité des 
Compagnies d'assurance sur la vie, de Tables de mortalité par 
âges à l'entrée, établies par ce Comité. 

Communications : 

M. Laisant : Sur une propriété de la trajectoire d'un point 
décrite sous l'action d' une force centrale, 

M. Rafly : Sur la recherche des surfaces \V ayant une 
représentation sphérique donnée. 

M. Servant : Observations au sujet de la Communication 
précédente. 
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SÉANCE DU « MAI 1903. 

PRÉSIDENCE DE M. BLUTEL. 

Elections ; 

Sont élus membres de la Société, à Funanimité des membres 
présents : 

MM. A. Boutin, présenté par MM. Lemoine et Laisant. 

J.-L.-W.-V. Jensen, présenté par MM. Borel et Bricard. 
L'abbé Issaly, présenté par MM. Touche et Laîsant. 
Espanet, présenté par MM. Maillet et Bricard. 
Suchar, présenté par MM. Appell et Lévy. 
Fraissé, présenté par MM. Lecornu et Laisant. 

M. le Président fait connaître à TAssemblée une décision du 
Conseil en vertu de laquelle M. Grév}' est appelé aux fonctions de 
secrétaire, en remplacement de M. Duporcq, décédé, et M. Leau, 
aux fonctions de vice-secrétaire, en remplacement de M. Grévj. 

Communications : 

M. Bord : Sur V approximation des nombres réels par les 
nombres quadratiques, 

MM. Bricard et Bioche : Observations à ce sujet. 

M. Bioche : Sur la détermination des surf aces pour lesquelles 
on connaît les projections d\ine famille d^asympto tiques sur 
un plan. 

M. Lecornu : Sur les réseaux proportionnels et sur une Note 
récente de Af. BuhL 

M, héwy : Résultats de l'examen des papiers scientifiques 
laissés par liibaucour. 



SÉANCE DU 20 MAI 1903. 

PRÉSIDENCE DE M. RAPKV ET DE M. PAIXLEVÉ. 

Communications : 

M. Servant : Sur une propriété de l* élément linéaire des 
quadriques. 
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M. Estanave : Sur les coefficients des dés^eloppemenls en série 
de langer, sqcx, et d* autres fonctions. Leur expression à i'aide 
d^un déterminant unique. 

M. RaflTy : Sur une classe particulière de sur/aces W/ 
M. Painlevé : Sur la théorie des fonctions abéliennes. 



SÉANCE DU 3 JUIN 1903. 

PRÉSIDENCE DE M. RAFFV. 

M. cl'Ocagne fait lioinnnagc à la Société d'un Mémoire inlilulé : 
Exposé synthétique des principes fondamentaux de la Nomo- 
graphie. 

Com m u n ica t io n : 

M. RaWy : Sur les surfaces de Joachimsthal qui sont en 
même temps surfaces W. 



SÉANCE DU 17 JUIN 1903. 



PRESIDENCE DE M. CARVALLO. 



M. l'abbé Issaly fait hommage à la Société de deux Ouvrages 
intitulés : Principes fondamentaux de la théorie des pseudo- 
surfaces et La Géométrie non euclidienne et Cinsuffisance de 
ses principes. 

Election : 

M. J. Richard, présenté par MM. Painlevé et Clairin^ est élu 
membre de la Société à l'unanimité des membres présents. 

Communications : 

M. Hadamard présente un Mémoire Sur un problème mixte 
aux dérivées partielles. Outre les résultats communiqués à la 
Société le i8 mars dernier, ce Mémoire contient un moyen de 
simplifier la solution du problème mixte relatif à l'équation des 



Uilégrapliislcs, en formanl la fonclion L! à l'aide de deux f'onc- 
lions de Bcssel sans quadratures. La comparaison de celte expres- 
sion avec celle que l'on oblienl par qiiadralure fournil, pour la 
fonclion de Bessel d'indice zéro, une [)ropriélé i'onclîonnclle qui 
a d'ailleurs son analogue pour les fonctions de Uessel d^îndices 
quelconques. 

M. Houlîn : Sur un certain carré arithmétique. 

IM. Raffy : Sur les réseaux cylindres, 

M. Hluiel : Sur une certaine surface. 

M. Saltykow : Sur les équations aux dérivées partielles. 



SÉANCE DU 1" JUILLET 1903. 

prksiden<:k dr lu. biociie. 

Le IVésidcnl annonce à la Société la perle qu'elle vient d^éprou- 
vcren la personne de iM. Cremona, membre honoraire du Bureau. 

Communication : 

M. Bricard : Sur une propriété des épicycloïdes et Sur un 
problème d\inalyse combinatoire. 



SÉANCE DU 15 JUILLET 1903. 

PIIKSIDENCE DR M. RAFFT. 

Communications : 

M. Perrin : Sur quelques conséquences géométriques de 
l\'quation différentielle des coniques. 

m 

AI. Lccornu : Sur les milieu jr hétérogènes, 
M. Bricard : Sur un théorème de J/. llaff'y. 
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lions X, y^ z, s dégagées de tout signe de quadrature. Nous nous 
proposons d'établir des formules qui jouissent de la même 
propriété, et soient en même temps rationnelles, par rapport 
à la variable et aux fonctions qui y figurent. 

On se rend compte que tout système d'expressions des fonc- 
tions x^ y, Zj s donnant la solution de l'équation proposée, doit 
renfermer trois fonctions d'une variable, Tune de ces fonctions 
pouvant d'ailleurs être prise pour variable. Du reste, les quan- 
tités Xj y^ 2, s étant rationnelles, il doit en être de même de leurs 
dilTérentielles. Supposons donc les différentielles dx, dy^ dz 
définies au moyen d'expressions rationnelles; la question est 
ramenée à exprimer la quatrième différentielle ds, au moyen 
d'une expression de même nature. 

Cette différentielle étant liée aux précédentes par la relation 

ne saurait être carré parfait, quelle que soit la courbe donnée, si 
l'on ne fait pas un choix convenable des fonctions et de la variable 
qui la caractérisent. C'est ce choix qu'il s'agit de fixer. 

Représentons-nous une courbe quelconque de l'espace, comme 
le lieu décrit par un point de la tangente à une courbe minima. 
Nous plaçant à ce point de vue, nous supposons la courbe définie 
par les trois éléments suivants : i° par une fonction définissant la 
direction du plan osculateur de la courbe minima; 2° par une 
deuxième fonction, achevant de déterminer la position de ce 
plan ; 3^ par une dernière fonction F dont nous nous abstenons, 
pour le moment, de préciser la signification géométrique, mais 
n'ayant d'autre rôle que de déterminer la position du point décri- 
vant sur la tangente. 

L'introduction de ces trois éléments nous permet d'abord 
d'écrire les coordonnées de la courbe cherchée sous la forme sui- 
vante : 

x = Xi-^ F, 

a 

. I -h a» „ 



r^ 
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x, y^ z désignant ici les coordonnées de la courbe minima, sup- 
posées exprimées par les formules de Weierstrass, tandis que u 
désigne la variable indépendante. Nous avons donc obtenu des 
expressions rationnelles des coordonnées de la courbe, par rap- 
port aux fondions et à la variable qui la définissent. 

Il nous reste à étudier la forme de la différentielle ds de Tare 
de la courbe, par rapport à ces éléments. 

L'arc élémentaire ds étant situé dans le plan osculateur de la 
courbe minima peut se décomposer suivant deux directions : la 
tangente à la courbe minima et une droite de direction fixe par 
rapporta cette tangente, tracée dans le plan isotrope. La première 
composante est nulle; ds se réduit donc à dsi. Or cette compo- 
sante ayant une position fixe par rapport aux éléments de la 

courbe minima -7-^, et par suite -j- peuvent être considérées 

comme dépendant uniquement de la position du point sur la 

fis 

tangente. -7^ pourra donc s'exprimer à l'aide de «la seule fonc- 
tion F. La différentielle de l'arc ayant ainsi cessé d'être repré- 
sentée par la racine d'une forme quadratique des trois éléments 

de la courbe; la principale difficulté se trouve levée, et nous 

ds 
allons voir à l'instant que la dérivée -7- n'est autre que la fonc- 
tion F, que nous désignerons par D'. Il nous suffît d'écrire les 
formules 



(I) 



x=- —(C''-hD')^uC'—C, 

'À 

^ == £ ri:ti^(G'M- D') -. aC'-h cl, 

z = a(C'-+-D') — G', 
s = D, 



C désigne la fonction qui caractérise la courbe minima; C, C ses 
dérivées. On vérifie que la dernière formule est une conséquence 
des trois premières. Elle nous montre que si l'on considère une 
courbe quelconque de l'espace, comme définie au moyen des fonc- 
tions C, D de leurs dérivées et de la variable u^ les quantités x, 
jj Zf s seront exprimées au moyen de fonctions rationnelles par 
rapport à ces éléments. Les formules (i) résolvent donc complè- 
tement le problème. 
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Du système précédent on déduit le nouveau système 

du d^C dC d^u /rfu\»n dC ^du 



I — m' I ds ds* ds ds* \ ds / \ ds d% 

X = 



(S) 



du\* I du 

ds 



\ds) 



(^) 




du d*C dC d^u /duY^i dC ^du 



/du 



ds* ds ds* \ds / \ . ds ds 



duy I du 

) J ds 



(S' 



z = 




dud*C_dCd*_u /f^^fV"! f[G 
ds ds* ds ds* \ds / 1 ds 



du\^ l du 

di 



m 



Si l'on considère C et u comme des fonctions données de 5, les 
formules précédentes nous donneront les coordonnées d%ine 
courbe quelconque, en fonction de son arc. 

Elles vont nous permettre de déterminer toutes les courbes 
dont les coordonnées sont des fonctions rationnelles de leur arc. 
Nous allons en effet démontrer cette proposition : La condition 
nécessaire et suffisante, pour que les coordonnées d'une 
courbe soient des /onctions rationnelles de leur arc, est que 
les /onctions C, u qui figurent dans les /ormules (a) soient 
elles-mêmes des /onctions rationnelles de cet arc. 

Il est évident que la condition est suffisante. Nous allons 
montrer qu'elle est nécessaire. 

Des formules (2) on tire 

(3) {i — u*)dx-\-i{\-\-u*)dy'\-iLudz=.o, 

(4) (i — a*)a?-i- t(n- u*)^-h 2a^ -+- aC = o. 

Or, la première relation nous donne 

dx ,dy 
ds ds 

On voit que x^ y^ z étant fonctions rationnelles de 5, il doit en 
être de même de 1/. 

Dès lors, la deuxième relation qui définit C en fonction de x, 
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y^ Zj u montre que cette fonction doit, elle aussi, être rationnelle 
en 5. 

Nous venons d^envisager les courbes de Tespace comme définies 
au moyen des fonctions C, D considérées comme données. Sup- 
posons qu'inversement une courbe soit définie par les deux équa- 
tions 

où X, y^ z désignent ses coordonnées cartésiennes, et cherchons 
à déterminer les fondions C, D relatives à cette courbe. 
Nous avons le système 

-^ dx -^ -^ dy -h -f- dz = o. 

dx dy -^ dz ' 

-^ dx -h ^ dy -h ^ dz = o, 
dx ây '^ âz 

( I — M*) dj7 -h t(i -h a«) dy -i- ^ u dz = o. 
Eliminant les différentielles, on trouve 

' ^à{yz) "- ^â{zx) à{xy) 

Cette équation, jointe aux deux équations de la courbe, nous 
donnera ^, y, z en fonction de u. Portant ces valeurs dans 
Péquation (4), nous connaîtrons C. Nous pourrons ensuite dé- 
duire D' de la relation 

4î = a(G''-+-D') — G'. 

Nous avons ainsi obtenu sans quadrature les fonctions C, D', 
qui seules figurent dans les expressions des coordonnées. Une 
quadrature sera seulement nécessaire pour obtenir la fonction D, 
c'est-à-dire l'arc de la courbe. 

Supposons maintenant que les coordonnées de la courbe nous 

soient données en fonction d'une variable quelconque 0. 

La relation 

rfar-f- idy 



u = 



ds — dz 



nous donnera en fonction de u. Portant la valeur trouvée de 
dans les expressions des coordonnées, nous achèverons le pro- 
blème comme précédemment. 



é 
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Avant d'aller plus loin, nous croyons utile de reprendre l'équa- 
tion différentielle que nous venons d'étudier cl d'en donner une 
inlerprt'* talion géométrique, qui nous permettra de déterminer 
presque immédiatement la solution de cette équation. 

Posons 

s = I3|. 

Dès lors, notre équation prendra la forme absolument symétrique 
(6) dx*-hd;y*-+'dz^-\-dz\ = o. 

Cela posé, nous allons établir la proposition suivante : 

L^ équation différentielle (6) définit les coordonnées des 
deux points de rencontre d^une droite perpendiculaire au 
plan des x^ y avec les tangentes à deux courbes minima quel- 
conques, les points de ces courbes étant associés de telle sorte 
que les projections des tangentes sur le plan des Xy y forment 
un angle droit. 

En effet, soient M, M| deux points associés des courbes minima; 
m, /Wf les projections de ces points sur le plan des xy\ P, P| les 
points de rencontre des tangentes en M, M| aux courbes minima 
avec une même droite perpendiculaire au plan des x^y] p la pro- 
jection commune des deux points. Par hypothèse, les projec- 
tions m/?, m^p forment un angle droit. 

Considérons la tangente MP. Comme caractéristique d'une 
développable isotrope, cette droite est perpendiculaire à toute 
droite tracée dans le plan qui enveloppe cette développable, et par 
suite elle est perpendiculaire à la trace de ce plan sur celui 
des X, y. Cette trace est dès lors perpendiculaire à la projec- 
tion/?»/? de MP, et par suite parallèle à la projection nixp de M|P|. 
Il suit de là que le plan osculateur de la première courbe minima 
est parallèle à la projection ni^p de la tangente à la seconde 
courbe. Il est évident que le plan osculateur de la seconde courbe 
sera de même parallèle à la droite mp. 

Cela posé, considérons l'élément infinitésimal ds décrit par le 
point P. Cet élément étant situé dans le plan osculateur de la 
courbe minima peut être considéré comme la résultante de deux 
composantes, l'une située sur la tangente MP, l'autre sur la paral- 
lèle k ntxp menée par le point P dans le plan isotrope. La pre- 
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mière composaDte est de longueur nulle. L'élément ds sera donc 
égal à sa composanle suivant la seconde direction. Mais celle-ci se 
trouvant parallèle à la droite m^/?, on voit que ds a même valeur 
que sa projection sur la droite m^p. Pour une raison identique, 
l'élément linéaire ds\ relatif à la courbe décrite par le point P| 
sera égal à sa projection sur la droite mp. Supposons, pour un 
instant, que les droites m/>, m^p représentent les axes des x et 
des y. Alors on aura 

ds = dx, ds\ = dy 

au point considéré. 

D'où 

ds^ -\- ds\~ dx^ H- dy^. 

D'ailleurs la quantité rfj^^-f- dy^ est indépendante de la position 
des axes des x et des y. On aura donc identiquement 

ds'*'^ds\ = {dx'^^dY'^'\-dz''-)-^{dx'^-\-dy'^-^ dz\) — dx^-\-dy^. 

D'où 

dx^-r- dy^-\- dz^ -+- dz\ = o. c. q. k. i». 

Il nous est maintenant facile de déterminer les expressions des 
fonctions x^y, Zy z^. 

Si nous supposons les coordonnées des courbes minima expri- 
mées au moyen des formules de Weierstrass, la condition d'ortho- 
gonalité des projections des tangentes se traduira par la relation 

M* -h l/j = o, 

II, //| désignant les deux variables relatives aux courbes minima. 
Tenant compte de ce résultat, on vérifie que les quantités x^ 
y^ Zy Zx sont définies par le système 

2 2 

I .1 — W' w^, .1 — U\ -, 

(7) {y^'—^^-^'—:r^^\^ 

z =qzisi= — F =4= iui F\ , 
Zi=±ù =-F, dziu F', 

F, F| désignant ici deux fonctions arbitraires de u et de u^ ; 
F', F', les dérivées de ces fonctions. 
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Applications. — Cherchons ud sysLème de formules générales 
donnant les coordonnées et Tare d'une courbe sphérique quel- 
conque. 

Soit R le rayon de la sphère sur laquelle est tracée la courbe. Du 
système (7) on tire 

art-H^î_H^t=: a»F'«-i-F«d:2m,FF; = R«. 

D'où 

„, a«F'«-f-F«— R» 

^«= Ï17F 

Portant celle valeur de F', dans les formules (7), il vient 

x= i±ii!F'-+-i=^(F»-f-a«F'2— R»), 
1 4uF ^ 



(8) 



Y = i- î^F'-+-ti;i-^(F«-f-«*«F'»-R«), 

•^ 2 4 /« F 



MîF'î— F»— R« 

wîF'«-hF«— R» 









2l«F 



r/a. 



Les formules (7) permettent encore de déterminer les courbes 
dont Tare est une fonction linéaire des coordonnées. 
Elles peuvent être toutes définies par la relation 

a, ai désignant des constantes. 

Si Ton porte dans cette dernière équation les valeurs de z et 
de ^1, on trouve que les fonctions F, F| sont définies par les rela- 
tions 

^ . _,* r t^4^ 

F = lOLU «• I cpM ««aa, 
Fi = — ««!«', * / ?«*! ^dui, 

tf désigne ici une fonction arbilraire de u ou de i/|. Nous avons 
pris le signe supérieur dans les expressions de z et de Z|. 
On peut prendre, par exemple, 

U 

p - ^* 

ri = — > 
"1 
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et l'on trouvera le système 

z =s, 

a, p désignant des constantes. On obtient ainsi des courbes ima- 
ginaires tracées dans le plan isotrope 

^ — ï> = aP, 

qui se projettent sur les plans des xz et des yz suivant des para- 
boles. 

Donnons -nous maintenant une courbe, par ses équations en 
coordonnées cartésiennes, et cherchons les valeurs des fonc- 
tions C, D correspondantes. 

Soit donnée, par exemple, une conique définie par le système 

L'équation (5) devient ici 

6«(i-h u')a?-4-ia*(i — u*)y = o. 

Nous avons ainsi un système de trois équations qui nous permet 
de déterminer x, y^ z en fonction de u. 
Il vient 



X = — — 

^ = o. 



y = 



Portant ces valeurs dans la relation 

on trouve 

^ /a»(i — "«)' — 6«(i-ha*)* 

ly sera donné par la relation 

U 

D'où Ton déduira D par une quadrature. 



M 
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Posons 

b = a. 

Nous obtenons alors le système 

ia \ — u^ 

X =1 — , 

1 u 

a I -+- m' 

^' = » 

1 u 

C = — tau, 

D = — *a loga. 

Nous avons ainsi délerminé les fondions C, D, relatives au 
cercle de ravon a. 

Séparation des deux plans isotropes tangents à une courbe. 
— Soient X, y, z les coordonnées d'une courbe quelconque de 
Tcspace, s la longueur de Tare; les deux équations des plans iso- 
tropes tangents à cette courbe peuvent s'écrire 

{dxdz^iidyds){\ — r)-^{dydzrioidxds){\-'y)—(dx'--^dy^){Z'—z) = o. 

Si nous portons, dans cette relation, les valeurs de x^ y^ 5, s et 
de leurs différentielles déduites du système (i), on obtient les 
deux équations suivantes 

V et G étant des fonctions de u définies par les relations 

2D' 

(lO) _ 

G = C -h î^— î^ [2G'-h (P - a)(C'-h D')]. 

Ces formules étant établies, nous devons préciser ce que nous 
entendons par plans isotropes ou nappes d'enveloppes de sphères 
analytiquement séparables. 

Supposons les coordonnées d'une courbe, exprimées au moyen 
d'une variable, de deux fonctions de cette variable et de leurs 
dérivées, nous dirons que les plans isotropes de la courbe sont 
analytiquement séparables quand les coordonnées de la courbe et 
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les paramèlres des Jeux équations des plans isotropes seront à la 
fois rationnels par rapport à ces éléments; ou encore, lorsque les 
fonctions étant particularisées, ces mêmes coordonnées et ces 
mêmes paramètres seront à la fois rationnels par rapport à la 
variable. Les hypothèses faites sur la nature de la courbe et sur la 
forme des expressions de ses coordonnées indiqueront, pour 
chaque cas particulier, dans lequel de ces deux sens on doit 
prendre Texpression analytiq uement séparable. 

Si, aux coordonnées de la courbe, nous substituons les coor- 
données de la surface, lieu du centre de la sphère mobile, et au 
groupe d'éléments formé d'une variable et de deux fonctions, 
celui des deux variables et des quatre fonctions qui figurent dans 
les expressions des coordonnées de la surface, notre définition 
s'appliquera d'elle-même aux équations des nappes de l'enveloppe 
de la sphère. 

En rapprochant les équations (9) et (10), nous constatons que 
les équations des deux plans isotropes d'une courbe pourront 
toujours s'exprimer rationnellement par rapport à la variable f/, 
aux fonctions C, D' et à leurs dérivées, seules quantités qui 
figurent dans les expressions des coordonnées de la courbe. 

De cette constatation nous déduisons la conclusion suivante : 

Si Von exprime les coordonnées d^iine courbe par les for- 
mules du système (i), les plans isotropes de la courbe seront 
analytiq uement séparables. 

Ces mêmes équations nous permettent de déterminerl'ensemble 
des courbes unicursales, dont les plans isotropes sont analjti- 
quement séparables. 

Ces courbes ne sont autres que celles dont la différentielle 
de l'arc est rationnelle par rapport à la variable. 

La condition est suffisante. On s'en assure, en remarquant la 
forme de l'équalion en x^y^ 2, dx^ dy^ dz^ ds écrite (p. 24»), et 
qui définit les deux plans isotropes d'une courbe. 

La condition est d'ailleurs nécessaire. En effet, d'après la défi- 
nition, les quantités //, C, r, G, qui figurent dans les équations 
des plans isotropes, doivent être rationnelles par rapport à la 

variable. Dès lors, la seconde des équations (10) qui définit D'=^ 
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rationnellement en fonction de i/, r, C, G et des dérivées de G 
par rapport à Uj sera rationnelle par rapport à la variable. Elle 
donnera donc pour ds une expression rationnelle par rapport à 
celte variable. 

En particulier^ toutes les courbes unicursales en u auront 
leurs plans isotropes analytiquement séparables. 

On les obtiendra en prenant pour G etJi' des fonctions ra- 
tionnelles. 

Il n^est pas sans intérêt de se demander à quelle particularité 
les formules du système (i) doivent d^eflfectuer cette séparation 
des plans isotropes, que d'autres formules ne réalisent pas. 

Imaginons une figure de Tespace, composée des éléments sui- 
vants : d'une sphère de rayon R et de centre jTq, y^^ 2o, d'un 
point M de coordonnées x^ y, z situé sur une courbe quel- 
conque, de la tangente à cette courbe au point M, d'un des plans 
tangents à la sphère passant par la tangente à la courbe, enfin 
d'une droite D perpendiculaire en M, à la tangente à la courbe et 
au rajon de la sphère passant par ce point. L^équation du plan 
tangent à la sphère que nous venons de considérer sera définie 
par une relation de la forme 

F(X, Y, Z; x,y, z\x^,y^, z^', R;^> -^' gjj = o, 

X; Y, Z désignant les coordonnées courantes du plan. 

Gela posé, considérons la figure symétrique de la précédente 
par rapport à la droite D. Elle se composera évidemment des 
mêmes éléments, avec cette différence que le premier plan tan- 
gent à la sphère aura été remplacé par le second, et que la dif- 
férentielle ds sera de sens contraire. On voit donc que, pour 
obtenir l'éqnalion du second plan, il suffira de changer ds en — ds 
dans l'équation du premier. 

D'autre part, remarquons que les deux plans tangents à la 
sphère ne se succèdent d'une façon continue, en d'autres termes 
ne se confondent qu'aux points de la courbe où la tangente à 
celle-ci est en même temps tangente à la sphère. II faudra donc, 

pour que ces plans soient séparables, que jr- dérivée de l'arc par 
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rapport à la variable s^annule en un de ces points et soit con- 
tinue dans le voisinage. 

Supposons, maintenant, que la sphère de rayon R soit rem- 
placée par le cercle de Tinfini. Les deux plans tangents à la sphère 
deviennent les deux plans isotropes tangents à la courbe et les 
deux conditions précédentes subsistent. 

Il faudra donc que Tun des points où la tangente à la courbe 

rencontre le cercle de Tinfini -r- s'annule, ce qui, du reste, aura 

lieu dans le cas général. Il faudra, en outre, que cette fonction soit 
continue dans le voisinage de ce point. Or, si cette condition est 
nécessaire pour que les plans isotropes soient géométriquement 
sëparables, la condition requise pour quMIs le soient analytique- 
ment sera que les formules définissant les équations des coordon- 
nées de la courbe et des plans tangents traduisent cette propriété 
géométrique de la figure. C'est ce qui a lieti quand on prend les 
formules du système (i). En efiet, les expressions des coordonnées 

de la courbe étant supposées rationnelles en w, la fonction — = D' 

sera continue dans le voisinage des points pour lesquels elle 
s'annulera. D'ailleurs, pour D'=o, la formule qui donne (^ en fonc- 
tion de u se réduit à i^ = i/. Le système (i) indique donc bien le 
caractère essentiel des courbes à plans isotropes séparables. On 
voit par là comment elles se prêtent à la séparation analytique des 
équations de ces plans. 

Le système (i) exprime les coordonnées de la courbe en fonction 
des éléments qui entrent dans l'expression du premier plan iso- 
trope. 11 est évident que l'on obtiendra des expressions de forme 
identique des coordonnées de la courbe, si l'on substitue aux élé- 
ments du premier plan isotrope ceux du second. Il suffira de rem- 
placer, dans les formules du système (i), w, C, D et les dérivées de 
ces fonctions par r. G, E et les dérivées de ces nouvelles fonctions. 
Nous désignons par E la fonction qui joue le rôle de D dans le 
nouveau système. A priori, on obtiendra trois relations distinctes 
entre ces fonctions et ces variables. Il suffira pour cela d'identifier 
les deux systèmes de valeurs des coordonnées. 

Nous avons déjà trouvé les deux relations (lo). Il suffira d'y 
ajouter la relation évidente 

D-f- E = o, 
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E désignant la relation de Tare de la courbe, dans le second 
sjrstùme. 

On remarquera, en passant, que ces trois relations sont réci- 
proques et qu^ainsi Ton pourra passer d^un système à Tautre par 
de simples opérations algébriques. Les quantités u, C, D' étant 
connues, nous obtiendrons Çj G, Ë' par des équations du premier 
degré et réciproquement. 

Parmi les courbes dont les équations s^expriment rationnelle- 
ment par rapport à i/, nous pouvons signaler le cercle, et plus 
généralement toutes les courbes sphériques. Cela résulte des for- 
mules (8) qui dé6nissent les coordonnées de ces courbes. 

Séparation des deux nappes de l'enveloppe d'une sphère. 
— Nous venons de prendre une courbe isolée. Nous allons main- 
tenant étudier le réseau des courbes génératrices d^une surface de 
translation et considérer le système des intersections des quatre 
plans isotropes tangents à deux de ces courbes en un même point 
de la surface. 

Désignons par X, Y, Z les coordonnées d'une courbe quel- 
conque de l'espace, exprimées au moyen des formules du sys- 
tème (i); par X', Y', TJ ces mêmes formules ou les quantités 
f/, C, D auront été remplacées par les quantités i^, G, — D. Dési- 
gnons par X|, Y|, Z| ; X,, Y',, Z', un couple analogue au précé- 
dent relatif à la seconde courbe. 

Soient S, S'; S|, S', les couples d'expressions des arcs des deux 
courbes correspondant aux couples d'expressions des coordonnées 
des courbes. 

Désignons enfîn par x^ y^ z les coordonnées de la surface de 
translation du milieu d'un segment dont les extrémités décrivent 
les deux courbes. Chaque coordonnée de la surface pourra s'écrire 
sous quatre formes distinctes, et l'on aura, par exemple, 

^^ \-t-x, ^ X -f-Xi ^ \^\\ ^ X -hx; 

Soient i/|, i-i les deux formes de la variable indépendante rela- 
tives à la seconde courbe. Les quatre plans isotropes seront 
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donnés par les équations 

(i — a«)(X— x)-+-i(i -hu^)(y—y)-h'iu (Z — z) = o, 
(i-i^») (X — j')-hi(i -hv^)(\—y)-h'}.v {Z — z) = o, 
(i-aî)(X — ar) — *(i-^"î)(Y-r)-+-aai(Z-^) = o, 
(I — Pj ) (X - a:) - /(i -H ï'î ) ( Y - j^) -4- 2P, ( Z - ^) = o. 

Ces plans, par leurs intersections, détermineront quatre con- 
gruences de droites, dont Tune sera définie par le système 

X — X Y — y Z — z 

.- -— s^ ^-^^^■^^^— — — ^s ■ • 

M H- Ml 1(1*1 — U) UUi — I 

On déduira les trois autres de celle-ci par la substitution suc- 
cessive ou simultanée des lettres (^, i^i aux lettres 11, e/f. 

Soient c, c', c" les cosinus directeurs de Tinterseclion des deux 
plans isotropes relatifs aux variables u, </|. On trouve la relation 

c dx -\- c'dy -\- c" dz -^ dy î- ) = o. 

On vérifie que la substitution de p à e/ et de i^i à i/| a pour effet 
de substituer S'= — Sa S, S', = — S| à S| dans la relation pré- 
cédente. 

De ces résultats nous déduisons les conclusions suivantes : 

Les quatre intersections des quatre plans isotropes tangents aux 
deux courbes qui se rencontrent en un point d'une surface de 
translation forment quatre congruences, normales à quatre familles 
de surfaces. 

Ces surfaces sont les enveloppes des sphères de rayons égaux à 
la demi-somme et à la demi-différence des arcs des courbes géné- 
ratrices, dont le centre décrit la surface de translation. Ces quatre 
surfaces se groupent évidemment en deux couples formant chacun 
les deux nappes de chaque enveloppe. 

Les propriétés des enveloppes de sphères nous permettent 
encore d'affirmer que les quatre congruences, intersections des 
quatre plans isotropes, formeront un double système de rayons 
incidents et réfléchis admettant la surface de translation pour sur- 
face dirimante. 

Nous allons retrouver et compléter les résultats précédents en 
procédant comme il suit : 




-> 
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Soit donnée l'équation aux dérivées partielles 

Ç, Uj Ui désignant les coordonnées tangentiellesde O. Bonnet. On 
vérifie que la développée moyenne ponctuelle relative aux surfaces 
définies par celte équation se compose de l'ensemble des surfaces 
de translation (*). On constate encore que le segment qui relie un 
point de la proposée au point correspondant de sa développée est 
égal à la demi-somme ou à la demi-difierence des arcs de courbe 
de la surface de translation, ces arcs étant définis comme précé- 
demment. On en conclut que les quatre familles de surfaces nor- 
males aux congruences de rayons incidents et réfléchis sont défi- 
nies par autant de solutions de Téquatioo (ii). Nous sommes 
ainsi amenés à chercher quatre solutions d^une équation de 
celte forme définissant les quatre nappes des deux enveloppes 
des sphères. Ces nappes étant déterminées, nous en déduirons 
aisément les deux systèmes de rayons incidents et réfléchis. 
La solution de Téquation (i i) est donnée par la formule 

5 = M A| -h Mj A H- B -4- B|, 

A, B| ; Ai, B| désignant deux couples de fonctions respectives 
de u et de Ut . 

De cette formule on déduirait sans peine la surface de transla- 
tion, développée moyenne de la proposée, et les courbes généra- 
trices de la développée. Mais, si Ton veut retrouver les coordonnées 
des courbes génératrices sous la forme même définie par le sys- 
tème (i), il faut modifier la forme de l'expression de Ç que nous 
venons d'écrire. 

Écrivons les relations 

Çj = a,C -f- uC, - i±-^^(G'-h C, -+- S -h S,), 



(12) 



5,= a,G -f- (^ Cl- ' "^^^"' (G'-f- C; - S -f- S,), 
{,= (,,G-»-uG,-i±-^(C'-+-G;-+-S-Si), 



ç^ = (;, G-hPG,-.:-^ (G'-i-G;-S — S,). 



(') Thèse de Doctorat. 
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Ces quatre fondions sont bien autant de solutions d'équations de 
la forme (ii). D'ailleurs, si l'on cherche leurs développées 
moyennes, on trouve l'unique surface de translation précédem- 
ment définie exprimée successivement par les quatre formes que 
nous avons indiquées. Calculant les quatre plans isotropes des 
•courbes génératrices de la surface de translation, on retrouvera 
les quatre congruences de droites déjà rencontrées. Nous avons 
<lonc bien déterminé les quatre nappes des deux enveloppes de 
sphères définies par l'équation 

(X-:r)«+(Y-7)«4-(Z-^)«= (^^^)*- 

Les formules (12) ayant été ainsi établies, il nous reste à déter- 
miner les enveloppes de sphères dont les deux nappes sont ana- 
llytiquement séparables. 

On obtient immédiatement ce résultat, si l'on remarque que les 
•quatre fonctions Ç|, ^29 Ss) ^4 sûnt toutes rationnelles par rapport 
à chacun des systèmes de variables et de fonctions {/, C, S, i/|, 
C|, S|, par exemple. En effet, le système (10) donne p et G sous 
forme rationnelle des éléments du premier système. La même 
remarque s'applique évidemment aux quantités v^ et Gf. 

Si Ton suppose maintenant les quatre fonctions ^ exprimées au 
moyen des éléments u, C, S, M|, C^, S|, on se rendra compte 
aisément que les enveloppes auront leurs nappes séparables toutes 
les fois que les fonctions C, S, C|, S| sont respectivement ration- 
nelles en u et 2/|. Pour que les congruences de rayons incidents 
et réfléchis soient séparables, il suffira que C, S', C|, S', soient 
des fonctions rationnelles de u et de Ut, Nous désignons ici 
par S', S', les dérivées de S et S|. 

Nous pouvons résumer les résultats trouvés dans la proposition 
suivante : 

Soient données deux courbes quelconques P, P| définies par le 
système (i). Considérons les sphères mobiles ayant pour centre le 
milieu du segment qui relie les points de ces courbes et pour 
rayons la demi-somme et la demi-différence des distances des 
extrémités du segment à deux développantes des courbes P, P|. 
Soient Q, Qi les courbes de mêmes paramètres que P, P| décrites 
par le milieu du segment. Les enveloppes des deux sphères se 
XXXI. 17 
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composeront de quatre surfaces respectivement normales aux 
quatre congruences de droites intersections des quatre plans 
isotropes tangents aux courbes Q, Qi. La surface de transla^ 
tion pourra être considérée comme la surface dirimante de 
deux systèmes de rayons incidents et réfléchis fournis par les 
quatre congruences. Pour que les congruences de rayons 
soient séparables, il faut et il sujfit que C, S', C<, S'^ soient des 
fonctions rationnelles de u et de U\. Pour que les nappes des 
enveloppes des sphères soient elles-mêmes séparables, il faut 
en outre que S, S| soient des fonctions rationnelles de u et 
de u%. 

Nous plaçant à un point de vue un peu diiïiérent, nous énonce- 
rons encore cette proposition : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux 
nappes de la sphère précédemment définie soient analytique- 
ment séparables est que les coordonnées des deux courbes 
génératrices de la surface de translation, lieu du centre de 
cette sphère, soient des fonctions rationnelles de leurs arcs. 

La condition est suffisante. On s*en assure en calculant les 
coordonnées des nappes de la sphère et tenant compte du sys- 
tème (a), qui donne les coordonnées d'une courbe en fonction de 
son arc. 

Celte condition est nécessaire. En effet, si les équations des 
coordonnées des nappes sont rationnelles, il en sera de même de 
l'équation de la sphère mobile 

(X-^)«+(Y-j^)«4-(Z-.5)«= (^^y. 

Or, celte équalion ne saurait élre ralionnelle à moins que x, 
y^ z ne soient des fondions rationnelles de S el de S|, ces quan- 
tités étant prises pour variables indépendantes. 

On obtiendra donc toutes les enveloppes des sphères de 

S d= S 
rayons à nappes anal y tique ment séparables en prenant 

pour II, C, Ui, Cl des fonctions rationnelles de S pour les pre- 
mières, de Si pour les dernières. 

Surfaces réelles. — La condition nécessaire et suffisante pour 
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que l'enveloppe de la première sphère et sa développée moyenne 
soienldes surfaces réelles eslque les fondions C, S, C|, Si soient 
des fonctions conjuguées. Ces résultats ont été démontrés ail- 
leurs (*). La seconde enveloppe sera réelle dans des conditions 
analogues qu'on déduirait aisément des précédentes. Il faut seule- 
ment remarquer que les deux enveloppes ne sauraient être simul- 
tanément réelles. 

Applications. — Donnons-nous les deux couples de fonctions 

G = a a', Cl = «1 £/f, 

a, ^, tti, ^1 désignant des constantes. 

Appliquant notre méthode, cherchons les courbes, les con- 
gruences de droites et les enveloppes de sphères correspondant 
aux fonctions données. 

Si Ton porte les valeurs données des fonctions C, D, C|, D< et 
les valeurs des dérivées qu'on en déduit, les formules (i) nous 
donneront pour définir les coordonnées de l'arc de la première 
courbe 

X = — (a-4-p)w3-+- (3a-+-P)ii, 

Y = «(«-+- P)w'-+- i'(3a -H P)m, 
Z =(3a-h2P)a«, 
S = Pm«. 

En aflectant d'un indice les lettres qui figurent dans ces for- 
mules, on obtiendra les coordonnées de l'arc relatives à la seconde 
courbé. 

Ces courbes, d'ailleurs imaginaires, sont les intersections de 
surfaces du second degré. La première courbe est définie par le 
système 

(a-4-p)(X -iY)Z-+-(3a-4-P)(3a-+.9.p)(X-f-tY) = o, 
4(3a-hP)«Z — (3a-f-9.p)(X — iY)«=o. 

Nous avons vu que chaque courbe peut s'exprimer au moyen de 
deux systèmes de fonctions et de variables. Cherchons à déter- 

( ' ) Thèse de Doctorat. 
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miner les éléments du second système en fonction de ceux du 
premier. 

Appliquant les formules (lo) nous trouvons 

Il suffira de remplacer a, p par a^ ^i pour obtenir Vi, G|. On 
voit que les deux groupes de fonctions sont de même forme et Ton 
vérifie qu^elles définissent les mêmes courbes. 

Désignant par x, y^ z les coordonnées de la surface de transla- 
tion, par p le rayon de la première sphère, on trouve 

ar= ;^[— (a-h p)M»H-(3a-h P)i£ — («,-♦- Pi )wî -+- (3a, -h ^1)1*1], 

y = '.[ (a-+.p)«»-+-(3a-+-P)i£ — (a,-+-Pt)wJ~(3«,-f-Pt)«,], 

z = ■!-[(3a-H-23)a«-4-(3a,-+-2p,)/i?], 
__ S + St _ Pii«-hp,f/ î ^ 

La première congruence sera définie par le système 

a -h a, "" i{Ui — m) uui — i 
La congruence des rayons réfléchis sera définie par le système 

X — :r \—y Z — z 

v-^Vi i{v\ — V) Wi — I 

Si l'on tient compte des valeurs trouvées pour ^, j', 5, v^ v^ en 
fonction de e/, U\^ on voit que les deux congruences du système 
sont bien analytiquement séparées. 

Le second système de rayons incidents et réfléchis donne lieu 
aux mêmes observations. 

Il nous reste à déterminer les quatre nappes des deux enveloppes 
des sphères. En procédant comme nous l'avons indiqué, nous 
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obtiendrons quatre fonctions de la forme 

{ = Ya*-i-Yiwî-4-«M|(8M*-H8|MÎ), 

Y, Y<) ^9 ^1 désignant des constantes. 

Ainsi donc les quatre nappes formeront bien aatant de surfaces 
analytiquement séparables. 

Considérons le cas particulier où Ton a 

a, = «, Pi=p. 
Alors la fonction Ç^ prend la forme 

'À > 

La fonction ^^ prend une forme analogue. 
Ces surfaces jouissent des propriétés suivantes : 
Elles sont définies par des solutions communes aux deux équa- 
tions 



du*âu\ ' du^ du\ 

Elles ont leurs lignes de courbure planes. 
On a en effet 

d*Ê (^s| d^^ 

du^ àu\ * du^ ^ * 

Si donc nous désignons par p, pi les paramètres de ces lignes, 
par Cf d ^ (f les cosinus directeurs de la normale à la surface, nous 
déduirons de Féquation précédente 
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Les deux nappes de la surface des centres sont séparables. 
En effet, la seule irrationnelle qui figure dans les expressions 

des coordonnées de ces nappes est la quantité 4/ j-^ j4' Mais, 

en vertu de la relation j-| = ^t* cette quantité est ici rationnelle. 
Les coordonnées des deux nappes le seront donc également. 
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On trouve encore (k désignant une constante) 

p = kz. 

Le rayon de la sphère est donc proportionnel à l'ordonnée du 
centre de celte sphère. 

Si nous posons 

a-4-B 

^4 prendra la forme 

Or, on vérifie que les équations 

définissent respectivement la surface minima d^Enneper et la 
cyclide de Dupin. D^où Ton conclut que la surface définie par ii 
est le lieu d'un point partageant dans un rapport donné le segment 
qui relie deux points à normales parallèles d'une surface minima 
d'Enneper et d'une cyclide de Dupin. En faisant ^=io, nous 
aurons la surface minima; pour y = Oj nous obtiendrons la 
cyclide. 

La nappe associée à la cyclide de Dupin n'est autre que le plan 
des xy; par suite, l'une des congruences de rayons est formée 
de droites parallèles. D'ailleurs, la développée moyenne de cette 
surface est le paraboloïde équilatère défini par l'équation 

a désignant une constante. 

On en déduit cette proposition : Un faisceau de rayons paral- 
lèles à Vaxe d^ un paraboloïde équilatère se réfléchit sur cette 
surface normalement à une cyclide de Dupin. 

Nous venons de rencontrer un système de rayons incidents et 
réfléchis dont l'une des congruences est formée de rayons paral- 
lèles. Plus généralement, cherchons tous les systèmes dérivées 
des sphères mobiles précédemment définies qui jouissent de la 
même propriété. Prenons pour plan perpendiculaire à la direction 
des rayons parallèles le plan des xy. 
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Soient X, Y, Z; Xi, Yi, Z| les coordonnées respectives des 
courbes génératrices de la surface de translation, S, S| les lon- 
gueurs de leurs arcs. Désignons encore par or, y^ z les coordonnées 
du centre de la sphère, par p son rayon. 

La sphère étant supposée tangente au plan des xy, on a ici 

-8 = p. 

La surface dirimante étant une surface de translation engendrée 
au moyen des courbes considérées, on a 

/ n, X-4-X, Y-+-Y, Z-hZ, 
(,3) 37=-——, ^ = ___, ^ = —7^ 

On a d'ailleurs par hypothèse 

S-+-S, 

P = • 

^ 'À 

D'où l'on lire 

S -4- Si z -\- Zi 

= = const. 

On tire de là 

dS = dZj dS\ = dlti. 

D'où 

Telles sont les équations qui doivent vérifier les courbes cher- 
chées. On peut considérer comme équivalent au système précé- 
dent le système des deux équations 

<i4) X-+-*Y = o, Xi-/Y, = o. 

Ce sont donc des courbes planes tracées dans deux plans iso- 
tropes conjugués. 

Formons Téquation qui définit la surface de translation lieu du 
centre de la sphère. 

Des équations (i3) et (i4) on tire 

Xj -h e Y| j. 
X -^ly- ^ =/j(m,), 

X^tY .. . 

^ — *r= — i — =/(w). 

D'ailleurs Z et Zi sont aussi deux fonctions respectives de u et 
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de Ui , On a donc 

z = <p(a7 — iy) -H <p, (a? 4- *». 

La surface de translation est donc définie par la solution géné- 
rale de Téquation harmonique 

Il est inutile de chercher l'enveloppe de la sphère de rayon ^> 

car ici la congruence des normales à cette enveloppe se réduit à 
deux ensembles de droites situées respectivement dans deux plans 
isotropes conjugués. 

La nappe qui a pour normales les rayons non parallèles est 
définie par Téquation 

du dui 

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant : 

Si, par le milieu d'un segment dont les extrémités décrivent 
deux courbes quelconques tracées dans deux plans isotropes 
conjugués, on mène une droite parallèle à l'intersection des 
deux plans isotropes mobiles tangents aux deux courbes^ on 
obtiendra un système de rayons qui se réfléchiront sur la sur- 
face lieu du milieu d'un segment suivant une congruence de 
droites parallèles . 

Comme dernière application, nous allons nous donner les deux 
courbes et en déduire les fonctions avec les éléments géométriques 
qui en dérivent. Soient donnés les deux cercles de rayons conju- 
gués a, tti définis par les équations 

L'application de la méthode exposée précédemment donnera 

G = £ai£y Ct= ioLxUu 

D = {slogii, Di = IX] log{£i. 

Les coordonnées de la surface, lieu du milieu du segment qui 
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relie les deux cercles, seront définies par le système 

I — u* . I — a? 

X = lOL ; h ««1 — r -f 

i -h m' I -h «Î 

^ = — a ; h «i —, 1-» 

J5 = O. 

Ces relations définissent un réseau de cercles tracés sur le plan 
des x^y. 

On obtiendra les directions des quatre normales aux enveloppes 
de sphères en calculant ç, ('« au moyen des formules (lo). 

Il vient 

P = — M, (fi = — Ui, 

On déduit de ces relations que les deux plans contenant respec- 
tivement les couples de rayons incidents et réfléchis de chaque 
système se coupent à angle droit. 

On trouve pour rayons des sphères 



P 



_ S -h Si _^ .alogu -+- «1 logMi 



2 



__ S — Si __ .«logU — OLiiogUi 



Les fonctions G, G^ ont ici pour valeurs 

G = ta a = — *a i' , 
Gi = ioLi Ml = — *ai Vi . 

Les quatre nappes des enveloppes des sphères sont définies par 
les équations 

5l = l ( MMi — i) — t ( a log M -h «1 log M, ), 

^ .aH-ai . . I-+- l'ai . , . 

?j= i — - — (i>Mi — i)-hi ( alogp -t-a, loga,), 

U = i —- — ( uvi — +■ « (— a logu -h «1 logi>, ), 

Âu moyen d'une translation efi'ectuée parallèlement à l'axe des Zy 
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ces équations se ramènent au type 

J = (l -♦- MM, )( P logU -♦- Pi logtt,). 

On peut déterminer les lignes de courbure de ces surfaces. 
Désignant par p, p, les paramètres de ces lignes, on trouve 

/pf log a - v'pl^ log «1 = p, 
/p log a -4- /p^ log a, = Pi. 

/p;s-.v/ps,=2v/pp;p, 
/p;s-+-/p;st=2/pp;p,. 

Ces dernières formules montrent que le réseau des projections 
des lignes de courbure de chaque nappe sur le plan des xy rap- 
pelle par sa forme le réseau formé d'ellipses et d'hyperboles se 
coupant à angle droit. 

Pour a ^ a,, les cercles se confondent et Ton obtient des sur- 
faces de révolution. Alors le réseau se réduit à un système formé 
de cercles concentriques et des rayons de ces cercles. 



D*oij Ton déduit 



PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES DES MILIEUX CONTINUS; 

Par M. L. Lecornu. 

Toute équation ç(a:,^', >3) = C dans laquelle C désigne une 
constante arbitraire définit une famille de surfaces; mais la réci- 
proque n'est pas vraie, et une même famille de surfaces corres- 
pond à une infinité d'équations obtenues en remplaçant ^ par une 
fonction arbitraire de ^ . Si l'on veut avoir une représentation 
adéquate de l'équation (p = C, il faut considérer une variable de 
plus et imaginer, par exemple, un milieu matériel dans lequel 
?(^7 y^ ^) serait la densité au point (jr, y^ z). Les surfaces ^ = C 
sont alors les surfaces d'égale densité. Parmi les propriétés d'un 
pareil milieu, les unes se confondent avec les propriétés purement 
géométriques du système de surfaces et demeurent invariables, 
quelle que soit la loi de variation de la densité dans le passage 
d'une surface à une autre; les autres dépendent essentiellement 
de cette loi de distribution. 
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Je me propose d'élablJr ici quelques ihéorèmes de géométrie 
infinitésimale concernant ces deux sortes de propriétés. 

L'origine O des coordonnées rectangulaires étant placée en un 
point de la région élémentaire qu'on veut étudier, nous considé- 
rerons x^y^ z comme des infiniment petits du premier ordre, et 
nous écrirons, en négligeant les quantités du troisième ordre, 

Posons 

/(x^y, z) = ftx^-h 6j*H- cz^-r- 'i.fyz -h ngzx -^ 7.hxY' 
L'équation 

(a) /(a:,^,^) = e, 

dans laquelle e désigne une constante arbitraire, représente une 
quadrique à centre, que j'appellerai la surface indicatrice^ ou 
simplement r//irf£ca//'/ ce du système, et que je désignerai par L 
Cette indicatrice ne change pas quand, laissant e invariable, on 
modifie la direction des axes. On pourrait le vérifier par un 
calcul direct, mais on le voit géométriquement de la manière sui- 
vante : Soient A et B deux points symétriques par rapport à l'ori- 
gine. La moyenne des densités en ces deux points est évidemment 

fo-f- - e. La surface [ est donc le lieu des points tels que la 

moyenne des densités en l'un de ces points et au point symé- 
trique par rapport à O possède une valeur donnée, et cette défi- 
nition est indépendante du choix des axes. 

Les directions principales de l'indicatrice ont une signification 
mécanique assez remarquable. Orientons les axes de coordonnées 
suivant ces directions, de manière à annuler les coefficientsy, g^ h. 

Si l'on calcule alors les intégrales l yz^dio^ l zx^dio^ 1 xyffdio 

étendues à tous les éléments dto d'une sphère infiniment petite 
de centre O, on reconnaît immédiatement que ces intégrales sont 
nulles. Par suite : 

Les axes de l'indicatrice coïncident en direction avec les 
axes principaux d'inertie d'une sphère infiniment petite 
appartenant au milieu considéré. 
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J'ai démontré celte proposition, avec plusieuri autres du même 
genre, dans une Noie communiquée à l'Association française pour 
Favancement des Sciences (1.890). 

Soit S la surface d'égale densité passanl au point O. Son indi- 
catrice de Dupin est, par définition, sa courbe d'intersection 
avec un plan parallèle au plan tangenl en O et infiniment voisin. 
Pour tous les points de cette ligne, l'expression px -hqy -^ rz 
a une valeur constante; en même temps, f esl égal à Qq* La com- 
paraison des équations (1) et (a) montre alors que, pour tous les 
points de l'indicalrice de Dupin, la quanlité e a une valeur con- 
stante. En d'autres termes : 

La surface indicatrice contient la courbe indicatrice de 
Dupin, 

Si nous cherchons Tinterseclion de la surface indicatrice 
f{x^ ^, js) = e avec le plan tangenl lui-même P, nous trouvons 

que cette courbe appartient à la surface d'égale densité ^ = fo-h - e 

infiniment voisine de la surface passant en O. Celte courbe est 
infiniment peu différente de l'indicatrice de Dupin, et c'est elle 
que nous désignerons désormais sons le nom de courbe indi- 
catrice. 

En modifiant la loi de distribution des densités, c'est-à-dire en 
remplaçant ^ par une fonction F(f ), on fait varier la forme de la 
surface indicatrice. A un système donné de surfaces d'égale den- 
sité S correspond donc, pour chaque point de l'espace, une 
infinité de surfaces indicatrices. Si Ton appelle F' et F'^ les dé- 
rivées première et seconde de F(^), l'équation générale des sur- 
faces indicatrices qui correspondent au point O est 

F'/(x,y, z) -h F'ipx -hqy-h rz)« = r,. 

LMntersectton avec le plan P esl donnée par F'/ = Ti, et, en dé- 
terminant la constante arbitraire 7| parla condition F'e = 7), toutes 
les surfaces indicatrices passent par la même courbe indicatrice 
le long de laquelle elles sont tangentes entre elles. 

Si l'on fait en particulier e = o, toutes les surfaces indicatrices 
se réduisent à des cônes coupant le plan P suivant deux droites 
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ûxesy réelles ou imaginaires, qui sont les tangentes aux lignes 
as^mptotiques de S; ce sont les cônes indicateurs, 

La direction conjuguée du plan P est la même pour toutes les 
surfaces indicatrices. Elle est définie par les équations 

P '9 '' ' 

Pour un déplacement effectué, à partir de Torigine O, suivant 
cette direction, on a évidemment 

dp __ dq ^dr ^ 
T" T ~"^' 

cela revient à dire qiie/>, q^ r conservent des rapports invariables 
et que, par suite, Torientation du plan P n'est pas changée. La 
direction dont il s'agit est donc celle de la droite joignant les 
points de contact de deux plans tangents menés parallèlement à 
deux surfaces S infiniment voisines. Nous appellerons cette droite 
Vaxe de parallélisme. Parmi tous les cônes indicateurs, il y en 
a un qui contient Taxe de parallélisme et se décompose, par suite, 
en deux plans. 

Extension du théorème des tangentes conjuguées» 

Soient X, Y, Z les coordonnées courantes. L*équation du plan 
tangent à l'une des surfaces S en un point A(x,^, z) infiniment 
voisin de l'origine est, en négligeant les infiniment petits du 
second ordre, 

p{\ — x) -rq{\ —y) -r- r{Z — z)-\- a\x-^b\y -^cLz 

-+-/(Y^-+-Z7)H-^(Za:-î-X4ï)-f- ^(XjH- Yx) = o. 

Sa trace sur le plan P, tangent en O, dont Inéquation est 
/>X H- q\ -H rZ = o, vérifie la relation 

On reconnaît ici l'équation du plan diamétral conjugué de la 
direction OA par rapport à la quadrique 

aXi-h 6 Y«-^ rZ»-f- i/YZ h- 2^ZX -+- 2/1XY — ^(/ïX -+- q\ -h /Z) = o, 
tangente en O au plan P. 
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La caraclérislique du plan tangent, pour un déplacement OA 
du point de contact, est donc la polaire de OA par rapporta cette 
quadrique Q. Elle est pardllèJe à la trace sur le plan P du plan 
diamétral conjugué de OA par rapport à Tune quelconque des 
surfaces indicatrices. 

Le centre de la surface Q se trouve sur Taxe de parallélisme, 
au point défini parles équations 

a\ -^ h\ -h gZ — p = Oy 

La quadrique Q est tangente en O h la surface S. Elle admet 
la même indicatrice de Dupin et elle est symétrique, par rapport 
à O, de la quadrique 

aX«-t- 6Y« -h cZ*-h a/YZ -h a^ZX -f- ih XY -4- i(p\ -h ^ Y -4- rZ) = o, 

déduite de la surface S en effaçant, dans le développement 
de ^ — Çoî 'es termes d'ordre supérieur au second. 

En particulier, pour un déplacement OA normal en O à la sur- 
face S, la construction précédente fait connaître la caractéristique 
de la trajectoire orthogonale des surfaces S, c'est-à-dire Taxe de 
courbure de cette trajectoire. 

En faisant varier la loi de distribution des densités, on obtient 
une infinité de quadriqiies Q dont les centres se trouvent tous 
sur l'axe de parallélisme et qui se touchent toutes au point O. Ces 
quadriques sont évidemment homologiques. 

Normalies développables. 

Cherchons maintenant pour quels déplacements OA effectués 
à partir de O la normale en A à la surface S passant en ce point 
t'encontre la normale en O à la surface initiale et engendre, par 
suite, un élément de surface développable. Les équations de la 
normale en un point a*, y, z pour lequel /?, q^ r désignent les 
paramètres du plan tangent peuvent s'écrire 

X — a» _ Y— ^ _ Z — ^ _ . 
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d'où 



(4) 



X = a: -h X/?, 



Y=^-4-X 



Z = « -h X 



/•. 



Si Ton veut que deux normales infiniment voisines se ren- 
contrent, on est conduit aux équations 

dx -h y^ dp -h p dX = 0, 
(5) { dy-^-X dq -hq dk = Of 

dz -^ "k dr -h r (fk sa Oj 



d^oii, par réilminalion de X et eA, 

dx dp p 
dy dq q 

dz dv r 



= o. 



Appliquons ceci à J'origine O et remplaçons alors dx^ dy^ dz 

par x^ y y z, puis dp, dq, dr par ax -^ hy -\- gz, .... Il vient 

ainsi 

X ax -\- hy -\- gz p 

(6) y ax -^-hy -\- fz q = o. 

z yx-\-fy-^cz r 

Il est aisé de reconnaître que la somme des coefficients de x^^ 
j^'^, Z' est identiquement nulle et que, par suite, le cône du second 
degré C représenté par l'équation précédente est capable d'une 
infinité de trièdres trirectangles. Ce cône admet comme géné- 
ratrices plusieurs droites remarquables, savoir : 

r* L*axe de parallélisme (3) ; 

2" La normale à la surface S ( — = »^=-); 

3" Les tangentes aux lignes de courbure; 
4° Les droites pour lesquelles 

gx-f- hy -h gz __ hx -\-hy -^ fz __ gx -^fy -h cz 
X ~' y ~', z ^ 

c'est-à-dire les axes principaux de l'indicatrice L 

En modifiant la loi de distribution des densités, on n'altère pas 
le cône C, ainsi qu'il est aisé de le vérifier directement. Les axes 
principaux de toutes les indicatrices se trouvent donc sur ce cône 
et, par conséquent : 
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Le lieu des tangentes aux directrices des normalies dévelop- 
pables en chaque point de V espace est le cône du second degré 
formé par les axes principaux de toutes les indicatrices. 

Remarquons encore que l'équalion (6) est suceptible d'une 
înterprélation géométrique évidente : le plan mené par une géné- 
ratrice du cône, normalement à la surface S, contient la normale 
au plan diamétral conjugué de cette génératrice par rapport à 
l'une quelconque des indicatrices. Il en résulte que, pour un 
déplacement effectué à partir de O suivant une génératrice, la 
caractéristique du plan tangent à la surface S est perpendiculaire 
au déplacement, ainsi qu^il était d'ailleurs facile de le prévoir. 

Cherchons le plan tangent au cône C le long de la normale en O 
à la surface S. Si ^{x^y^ ^) = o est Téquation du cône, ce plan 
tangent a pour équation xi^'{p)-^yi('{q)'\' zi(^{r)=::o^ ce qui 

peut s'écrire 

X ap -\- hq ->r- gr p 

y hp ->r bq -^ fr q = o. 

« gP -^ fq -^ cr r 

Ce plan contient la direction 

X V z 

ap -h hq -^ gr " hp -¥- bq -\- fr ~~ gp -^ fq -+- cr* 

qui appartient évidemment au plan osculateuren O à la trajectoire 
orthogonale des surfaces S. Donc : 

Le cône des axes principaux est tangent le long de la nor- 
male (/>, y, r) au plan osculateur de la trajectoire orthogonale 
des surfaces S. 

Courbures normales. 

Soient ON, AN' les normales à deux surfaces S, en deux points 
infiniment voisins O et A. Projetons AN' sur le plan normal NOA, 
et cherchons les coordonnées X, Y, Z du point de rencontre B de 
cette projection avec la normale ON. Si les deux points O et A se 
trouvaient sur une même surface S, le point ainsi obtenu serait le 
centre de courbure de la section de la surface par le plan normal 
contenant OA. Notre calcul va donc constituer l'extension, à un 
système de surfaces, de la théorie de la courbure. 
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En appelant x, y y z les coordonnées de A et /? -h dp^ q -+- dq, 
r + dr les valeurs de /?, q^ r en ce point, on exprime que le plan 
de AN' et AB est normal au plan NOA par l'équation 



X — j: y — y Z — z 
p -^ dp q -^ dq v -\- dr 
qz — ry rx — pz py — qx 



= o. 



D'ailleurs, si l'on pose OB = R et y//>^ -h q'^-\- f"- = co, on a 



Z R 



/• w 



d'où, en substituant, dans l'équation précédente, et simplifîanl 



R 



p 

dp 

qz — vy 



1 
dq 

rx — p 



r 

dr 
py — qx 



X y z 

P 1 f 

qz — ry ry — pz py — qx 



En remplaçant dp. dq. dr par leurs valeurs - ---> -—>--/» 
r ^ r 1 II r i ôx -x Oy i ôz 

on obtient finalement 

-{px -^qy -^ rz) { p -^ H-q :r -^- '' T" — w*/(^0'' -) 



H 



to* ( X' -j- y- -r- ^- ) — iiiipx -^ qy -h rz )* 



Soient a, [3, y les cosinus directeurs de OA. On peut encore 
écrire 

I x 

K ' 



;(/>a-h/7p -h^Y)(/>^<^-^7 



(li 



3 — to ( /> a -+- ^ p -r- r Y )* 



\ 



Si l'on appelle enfin i l'angle de OA avec la normale ON, il 
vient 

/ ùf or or\ 

- COS/ f " 



(7) 



I ./ ôf or or\ ., . 



tu"^ SI II* £ 



Pour t = -> on retrouve la formule ordinaire donnant la cour- 

bure des sections normales d'une surface. 

Portons sur chaque direclion OA un vecteur égal à —. — .; le lieu 

* ^ suit 

de l'extrémité de ce vecteur est une quadrique à centre. De là 
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résultent diverses relations, parmi lesquelles je signalerai seule- 
ment la suivante : 

Pour trois directions rectangulaires quelconques 0A|, OA2, 

UAs issues au point U, i expression - ^ H ^ 1 ^ — ^ "^^ 

valeur constante. 

La valeur de cette constante est 

/(>, q, r) — (/?»-+- 7«-4- r^)(n ^ b -^ c) 

■ -.1.- — - I II..»». ■■■■■ ,. M»»^ ■ ■■■■■ • 

3 

Elle doit naturellement être indépendante de la loi de distribu- 
tion des densités; c'est ce qu'on vérifie sans peine par un calcul 
direct. 

Si l'on considère en particulier le Irièdre formé par la nor- 
male à la surface S et par les directions principales de cette sur- 

face, la valeur de —jr- correspondant à la normale est nulle; pour 

les deux directions principales, sint est égal à l'unité. La con- 
stante dont il s'agit ne diflère donc pas de la somme des inverses 
des rayons de courbure de la surface S, c'est-à-dire du double de 
sa courbure moyenne. 11 est remarquable que la courbure moyenne 
d'une seule surface S détermine ainsi, d'une manière complète, 

la valeur de l'expression ^~r~~ relative à trois directions rectan- 
gulaires quelconques, issues d'un point de cette surface, indépen- 
damment de la forme des surfaces S infiniment voisines. 

Le lieu des directions pour lesquelles R a une valeur inflnie est 
le cône asjmptotique représenté par l'équation 

(px -h qy-^ rz) (^p -£ ^ q ^ ^ r J^^ — .^^(pt ^ qi^ r^)f(x,y, z) = o. 
OU bien 



(8) 



p q r 

ax -\' hy -\- gz hx -^ by -\-fz gx-^fy-^cz 

qz — ry rx — pz py — qx 



= o. 



Ce cône contient la normale en O à S et l'axe de parallélisme;' 
il coupe le plan tangent à la surface S suivant les deux directions 
asympto tiques. 
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Pour un déplacement eflectué suivant une génératrice quel- 
conque de ce cône, la caractéristique du plan tangent est parallèle 
à la trace du plan normal contenant le déplacement. 

Courbure de la trajectoire orthogonale. 

Nous avons précédemment déterminé Taxe de courbure de là 
trajectoire orthogonale des surfaces S. On pourrait en déduire son 
rayon de courbure p; mais il vaut mieux traiter la question direc- 
tement. A cet effet, menons par l'origine O la normale ON, ren- 
contrant en N une surface S' infiniment voisine de S. Menons 
aussi Taxe de parallélisme OA, rencontrant en A la même sur- 
face S'. La déviation du plan tangent aux surfaces S est la même 
lorsqu'on parcourt le chemin AN sur la surface S' que lorsqu'on 
va de O en N suivant la normale. D'ailleurs, si R| et R^ sont les 
rayons de courbure de S' au point N (infiniment peu différent des 
rayons de courbure de S au point O) et si •]; désigne l'angle du 
plan AON avec le plan de la section principale correspondant au 
rayon R|, l'angle a des normales en N et en A est donné par la 
formule connue 

Soit e l'angle AON. On a AN = AO langô et -^ r= 1. 

Le rayon de courbure p de la trajectoire orthogonale vérifie 
donc la formule 

t nn «2 Al < I T 



0* 



= tangue (-^-t--^,'^) 



11 est entièrement défini par les rayons de courbure de la sur- 
face S et par la direction de l'axe de parallélisme. 

Je me suis borné, dans cette étude, aux propriétés dépendant 
des dérivées premières et secondes de la fonction es. Si l'on voulait 
aller plus loin, on serait conduit à aborder des problèmes beau- 
coup plus ardus. A la fonction <p sont liées, en chaque point de 
l'espace, trois directions rectangulaires, correspondant aux axes 
•principaux de l'indicatrice. On peut tout d'abord se demander 
quelle condition doit remplir la fonction pour que ces directions 
soient normales à un système triple de surfaces orthogonales. 
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Cette question (énoncée sous une forme un peu différente) a été 
résolue par M. Darboux dans les Proceedings of the London 
matheniatical Society de 1900. H a trouvé que la fonction 
doit vérifier une équation aux dérivées partielles du troisième 
ordre, homogène, ne contenant ni la fonction, ni ses dérivées 
premières. Imaginons maintenant que nous changions la loi de 
distribution sans altérer les surfaces d'égale densité. Nous modi- 
fions, en chaque point, l'orientation du trièdre trirectangulaire. 
Dans quels cas ce nouveau trièdre demeure-t-il normal à un sys- 
tème triple de surfaces orthogonales? 

Au lieu de se donner la fonction © et d'en déduire les directions 
principales en chaque point, on peut inversement se donner ces 
dernières, puis chercher dans quels cas il existe une fonction o 
correspondante, et quelle est alors cette fonction. 

On multiplierait sans peine les questions de ce genre; mais il 
est plus aisé de les imaginer que de les résoudre. 



SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES MATRICES HTPOHERMITIENNES 



n-aires; 



Par M. L. Automne. 

1** Je me propose de compléter certains résultats énoncés dans 
mes publications antérieures : 

I. — Sur VHeimilicn (Rendiconli du Cercle mathématique 
de Palerme, 1902). 

II. — Sur les groupes linéaires réels et orthogonaux (Bul- 
letin de la Société mathématique de France, 190a). 

III. — Sur V Hypohermitien (même Recueil, 1903). 

IV. — Sur la canonisation des formes bilinéaires (Nou- 
velles Annales de Mathématiques, 1903). 

Je supposerai aussi connues du lecteur les propriétés des ma- 
trices bilinéaires telles que les a exposées M. Frobenius dans ses 
remarquables travaux, notamment : 

V. — Ueber lineare Subslitutionen und bilineare Fornxen 
(J. f. r. u. a. M., t. 84, p. 1). 
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VI. — Ueber die cogredienten Transformationen der bili- 
nearen Formen (Sllzungsberichle de l'Académie des Sciences 
de Berlin, 1896, p. 7) (*)• 

2** Soit A une hypohermilienne /î-aire. L'équalion caractéris- 
tique CO 

n = ^ H- /» -I- X- H- . . . 

aura / racines distinctes a^ b^ c^ . * . . Les successifs {Elementar-- 
tlieiler) seront tous simples et seront x — a, ..., x — è, ..., 

Enfin les racines a, b^ c, ., . de 00 seront des nombres réels, 
positifs ou nuls. 

Désignons par ^{/ (x) le polynôme 

t};(j?) = ^/-f-... = (j^ — a) (x — b) (x — f).... 

L*équation de degré minimum à laquelle satisfait la matrice A 
est ^ (A) = o. Toute fonction rationnelle /(A) peut, sous le 
bénéfice de ^{A.) = o, s'écrire 

le polynôme y(:r) est 

f(x) = do x^- ' -i- . . . -I- dt-%x -h di- 1 . 

Comme les successifs sont tous simples pour rhypohcrmi- 
tienne A, le cas d'^exception (V, p. 25, théorème V) ne se pré- 
sente pas. L'équation caractéristique afférenle à /(A) sera 

et les successifs, encore tous simples, seront 

^— /(«), ^—/ib)y ^— /(C), 

A et /(A) admettent évidemment les mêmes canonisantes et, 
si A a été canonisée, il en est de même poury(A). 



(*) Je renverrai à cette liste simplement en rappelant le chiflre romain qui 
désigne chaque travail. 
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3° Tout cela posé, passons à la première question, qui nous 
occupera : 

Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que f{A) soit aussi une hypohermitienne? 

Comme A eiy(A) se laissent en même temps canoniser par une 
même canonisante unitaire, il faut et il suffit évidemmenty pour 
rendre f{\) hypohermitienne, que les quantités 

ficth f{b\ f{c), ... 

soient réelles et non négatives. 

Le rang q d'une hypohermitienne /i-aire est donné par la 
relation : n — y = le nombre des racines nulles dans l'équation 
caractéristique. 

Ce rang q est, en général, différent poury(A). 

4® Voici maintenant le second problème qui nous occupera. 
J^ai démonlré (IH) que, A étant une hypohermitienne /i-aire 
quelconque, il existait toujours une et une seule hypohermitienne 

B = A*" = y/A telle que B"' = A ; m = entier positif. La méthode 
donnée pour la construction de B est fondée sur la canonisation 
préalable de A et n'est satisfaisante qu'en théorie. Le calcul direct 
devient bien vite impraticable (voir, par exemple, 1, 26**, le 
cas m = n = 2). 

On va chercher s'il est possible d'exprimer A"* par une fonc- 
tion rationnelle /(A) {2"*). 

Nommons a, P, y, ... les nombres réels et non négatifs, qui 

sont les racines ni^*'^^'"' arithmétiques de a, 6, c, En vertu 

de ce qui précède, il suffit de faire 

c'est-à-dire de définir les coefficients dr du polynôme /"par les / 
relations 



r 



r = o, I, ..., /— I, 
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où le déterminant des / inconnues rfr est p^ o, puisque les / racines 
a, b, c^ . . . sont toutes distinctes. 

Ce calcul des dr se résume d^ailleurs dans une formule unique 



W 



o = 



A'-« A'-« ... 


A» 


A 


E 


1 
A'" 


^/_t «/-i . . . 


cr» 


a 


I 


ce 


6/-i 6/-« . . . 


6» 

• ■ 


b 

• • 


I 


• • 



obtenue en éliminant les / inconnues dr entre les / relations (i) et 

( A) = A"» . 

S° Comme application facile, extrayons la racine, carrée d'une 
hermitienne binaire H, de déterminant un. C'est le cas m = n=.2. 
(déjà traité, I, 26«). 

Il viendra 

(''il ^lî \ 
/* /M, |H|--/inA„-A„A„ = i; 

^{x) = I jtE — II I = X' — x{hxi-^ /iji) -\-i~{x — a)(x — b); 

ab — oi^ — i. 

La formule (2) donne, après départ de a — ^, 



H E H» 
<7 I a 



= 0, 



Hi=^-'^ 



I 






Posons 
il \iendra 



car 



T-^ = a* -f- [5i» -h 2 = // 1 1 4- //,j -^ ?., 
a = a', ^ = p*; «6 = a^ = i ; a -4- 6 = AnH- Ajj. 



Cela est bien d'accord avec le calcul ancien (I, 26®). 
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QUELQUES REMARQUES SUR LES ENSEMBLES DE DROITES OU DE PLANS; 

Par M. Emile Bohel. 

La notion A^ensemble de points est aujourd'hui tout à fait clas- 
sique; il semble que l'on soit moins habitué à considérer des 
ensembles dont les éléments sont d'autres éléments géomé- 
triques (*); cependant, certains de ces ensembles, par exemple 
les ensembles de droites dans le plan ou de plans dans Tespacc, 
se présentent dans bien des recherches et leur étude systéma- 
tique, d'ailleurs aisée, est presque aussi utile que l'étude des 
ensembles de points. Ayant été amené dans un Mémoire récent (-) 
à utiliser de tels ensembles, je voudrais en indiquer ici quelques 
propriétés tr^*s simples et très élémentaires, qui me paraissent de 
nature à pouvoir rendre des services dans de nombreuses ques- 
tions ('). 

Il importe tout d'abord de définir ce que Ton doit entendre par 
droites infiniment voisines d'une droite donnée; nous adopte- 
rons la définition géométrique suivante : Etant donnée une 
droite fixe D, la droite variable D' sera dite infiniment voi- 
sine de D si, deux points quelconques \ et h étant choisis 
sur D, on peut à tout nombre positif z faire correspondre une 
position de D' telle que la distance à D' de chacun des points \ 
et B soit inférieure à s. Il est aisé de voir que le choix des 
points A et B sur D peut être fait arbitrairement; si la définition 
est vérifiée avec un choix particulier de ces deux points, elle est 
vérifiée avec tout choix de ces deux points, pourvu qu'ils soient 
distincts. 



(') Bien entendu, je ne veux pas dire que l'on u'a jamais considéré de tels 
ensembles; mais leur introduction ne parait pas être classique, c'est-à-dire que 
Ton n'en parle pas habituellement sans explications préalables, comme on fait 
pour les ensembles de points. 

(') Contribution à l'analyse arithmétique du continu {Journal de Afathé- 
matigueSf 1903, p. 329-375). Je dois signaler une erreur d'impression dans ce 
Mémoire: p. 372, dans l'énoncé du théorème WP", au lieu de borné, on doit 
lire borné et fermé. 

(^) On pourrait évidemment se l^orner à dire que tout être géométrique dépen- 
dant de n paramètres peut être représenté par un point dans l'espace à n dimen- 
sions; on ramène ainsi les ensembles quelconques aux ensembles de points. xMais 
ces indications générales demandent à être complétées dans chaque application 
particulière. 
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De même, étant donné un plan fixe P, le plan variable V 
sera dit infiniment voisin de P siy trois points quelconques non 
en ligne droite A, B, C, étant choisis sur P, on peut à tout 
nombre positif z faire correspondre une position de P' telle que 
la distance à P' de chacun des points A, B, C soit inférieure à t. 

Les définitions précédentes sont invariantes par une transfor- 
mation homographique quelconque, si, par cette transformation, la 
droite D ou le plan P ne sont pas rejetés à Vinfini, Si D ou P 
sont à rinfini, on les ramènera à distance finie par une transfor- 
mation homographique et, par définition , la droite variable D' 
sera dite infiniment voisine deD, si la transformée homographique 
de D' estinfiniment voisine de la transformée homographique de D. 
De même pour les plans (*). 

Etant donné un ensemble de droites (ou de plans), Yensemble 
dériué est, par définition, l'ensemble des droites (ou des plans) 
telles qu'il y ait des droites de Tensemble infiniment voisines de ces 
droites (^j. On dira qu'un ensemble est fermé (^) s'il contient 
tous les éléments de l'ensemble dérivé et qu'il est parfait s'il est 
identique avec l'ensemble dérivé. 

Un ensemble est dit borné lorsque, étant donné un point quel- 
conque O, il existe un nombre A tel que la distance du point O 
a une droite (ou plan) quelconque de Tensemble soit inférieure 
à A; bien évidemment, si cette propriété est vérifiée pour un 



(^) Il y aurait, à mon avis, grand intérêt à dclinir de même la notion àt limite 
et toutes les notions qui s'y rattachent, en se plaçant à un point de sue projccti/, 
c'est-à-dire en ne faisant pas jouer aux points à l'infini un rôle spécial. Je me 
propose de développer prochainement celte indication d'une manière systéma- 
tique; il en résultera, à ce qu'il me semble, de grandes simplifications dans bien 
des questions d'Analyse. 

(^) Il y a parfois avantage à considérer certains éléments de l'ensemble comme 
y figurant une infinité de /ois; dans ce cas, ces éléments doivent être considérés 
comme appartenant à l'ensemble dérivé; mais il faut avoir soin de prévenir expres- 
sément lorsqu'on s'écarte ainsi de l'usage. Voir à ce sujet Hadamaru, La série de 
Taylor et son prolongement analytique^ p. i5, note au bas de la page, et Borel, 
Leçons sur les fonctions entières^ p. 22, note au bas de la page. 

(') Dans mes Leçons sur la Théorie des fonctions j'avais introduit l'appella- 
tion : relativement parfait pour les ensembles fermés (que M. Jordan appelle 
parfaits et qui ont efTectivement beaucoup d'analogies avec les ensembles parfaits; 
il est souvent indifférent qu'un ensemble soit fermé ou parfait); l'expression : 
ensemble fermé t%i plus usitée. 
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point O elle est vérifiée pour tous les points de l'espace (A peut 
varier avec le point choisi). 

Pour qiCun ensemble soit borné y il est nécessaire et suffisant 
que son ensemble dérivé ne renferme pas la droite de V infini, 
s'il s^agit d'un ensemble de droites dans le plan, et ne renferme 
pas le plan de V infini, s'il s'agit d'un ensemble de plans dans 
V espace. 

On en conclut immédiatement que : Si un ensemble de droites 
dans le plan est tel que son ensemble dérivé ne se compose pas 
de toutes les droites du plan, on peut le transformer en un 
ensemble borné par un ensemble homographique convenable ; 
il en est de même pour un ensemble de plans de Vespace dont 
l'ensemble dérivé ne comprend pas tous les plans de l'espace, 

La question est plus délicate pour un ensemble de droites dans 
Vespace; tout ce que Ton peut immédiatement affirmer, c'est 
qu'un ensemble de droites peut être transformé en un ensemble 
borné par une transformation homographique, s'il existe un plan 
qui ne soit pas un plan limite de l'ensemble. On entend par 
plan limite tout plan tel que si Ton y trace trois droites D, D', D'^, 
non concourantes, on peut à tout nombre positif e faire corres- 
pondre une droite A de l'ensemble non située dans ce plan et telle 
que le moment de A par rapport à chacune des droites D, D', D" 
soit inférieur à e; un plan est aussi dit plan limite s'il renferme 
une infinité de droites de l'ensemble. 

Mais on peut aller plus loin et montrer que tout plan limite P 
renferme au moins une droite limite, c'est-à-dire une droite 
appartenant à l'ensemble dérivé. Cela est évident si le plan limite 
renferme une infinité de droites de l'ensemble; dans le cas con- 
traire, on peut se donner un nombre e, et déterminer une droite A 
non située dans le plan P, telle que ses moments par rapport à 
D, D', D'' soient inférieurs tous trois à £| ; comme ces moments 
ne peuvent être nuls tous les trois, on peut choisir un nombre 
positif €2 inférieur au plus grand d'entre eux et inférieur aussi 

à -^ et déterminer une droite A2 non située dans le plan P et telle 

que ses moments par rapport à D, D', D'' soient inférieurs à t^'^ 
on choisira ensuite £3 inférieur au plus grand de ces moments et 

à - et ainsi de suite à Tinfini. Désignons par A| , A^, . . . , A^, • . • , 



«^ 
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les points d'intersection avec P de A| , A^, . . . , A„, ... ; ces points 
sont à distance finie ou infinie; ils ont en tous cas au moins un 
point-limite A à distance finie ou infinie; si A est à Tinfini nous 
le ramènerons à distance finie par une transformation homogra- 
phique. Ceci fait, choisissons des nombres tendant vers zéro 
s',, e'j, . . ., s),, . . ., et soient A'^ A'^,, . . ., A',,, . . . des points 
choisis parmi les points A,, Aj, • . ., A«, . . . , et tels que Ton ait 
AA'^ < €/i (les points A',^ pourraient tous coïncider avec A); 
désignons par A'^ , A',, . . ., A'^^, ... les droites qui correspondent 
à A'^, Aj, . . ., A',^, . . . , et par o'^, o',, . . . , S',^, ... les droites 
passant par A et parallèles aux projections sur P de A',, A.^, . . . , 
A^, . . . L'ensemble des droites concourantes 8'^, S^, . . . , 8^^, . . . 
admet au moins une droite limite 8; on démontre aisément que 
cette droite est une droite limite de l'ensemble qui comprend 
A|, A2, . . . , A„, . . . On en conclut qu^un ensemble de droites 
peut être transformé en un ensemble borné par une transfor- 
mation homographique dans le cas et seulement dans le cas où 
il existe un plan ne renfermant aucune droite de l'ensemble 
dérivé (il existe alors forcément une infinité de plans ayant cette 
propriété). 

On voit, par ces exemples qu'il serait aisé de multiplier, quel 
intérêt propre peut avoir l'étude géométrique des ensembles de 
droites et de plans. 

SUR LES INTÉGRALES DE L'ËQUATrON DIFFÉRENTIELLE DES CONIQUES 

ET LEUR INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE; 

Par M. Raoul Perrin. 

I. Dans une précédente Communication (*), j'ai démontré que 
l'équation diff'érentielle des coniques 

conduit, lorsqu'on y remplace y" ^ y"^^ . . . par leurs expressions 
en fonction de R, pi, p„ ps (rayons de courbure de la conique et 
de ses développées successives en des points correspondants, 
afl'ectés des signes convenables pour que ce soient aussi les dé- 

(•) Voir BulUtin, t. XXXI, p. 54. 
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rivées successives de l'arc S de la conique par rapport à Tangle ^ 
que fait la tangenle avec une direction fixe), à Téquation différen- 
tielle intrinsèque 

(2) (jRî(p3 4-4p,)_45Rp,p,-+-40pî=r o. 

J'ai établi en outre que, si Ton écrit ainsi l'équalion générale 
finie des coniques 

( 3 ) ax^-\- by^ 4- c -f- xfy -^ i g x -^ ih xy = o 

et que Ton pose 

( = ab — h^, 

(4) 

/ A = abc -H ^fgh — af' — bg^ — cA*, 

les équations (i) et (2) admettent respectivement pour intégrales 
premières 

(5) 3«5V8= A*(3yy^- 57'^M^ 

(6) 3«o»R»o= A3(9R2— 3Rp5 4-4p;)'»sin«(o 

(w étant l'angle des axes de coordonnées). 

Les parenthèses des seconds membres des équations (5) et (6), 
égalées à zéro, fournissent respectivement l'équation différentielle 
ordinaire et l'équation différentielle intrinsèque des paraboles. 

II. J'ai remarqué depuis que l'équation 

(7) aR«4- pRp,-h Ypî = o 

comprend comme cas particuliers, non seulement l'équation des 
paraboles (a = g, p = — 3, y r=: 4)? comme il vient d'être dit, mais 
aussi les équations générales d'autres familles de courbes bien 
connues, savoir : 

(8) 18R*— 3Rpi-+- 5p} = o, hyperboles équilatères, 

(9) 4R*— 2Rpî-H3pî = o, chaînettes, 

(10) 4 ï^*— 4Î^Pî-+- ^PÎ = o> courbes de poursuite, 

dans le cas où la vitesse du poursuivant est moitié de celle du 
poursuivi. 

Il est à remarquer que ces quatre familles comprennent des 
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courbes dont les branches ont toutes une forme analogue, c'est- 
à-dire possèdent un sommet à dislance finie et deux bras s'élen- 
dant à l'infini de part et d'autre du sommet, a\ec courbure régu- 
lièrement décroissante. 

D'autre part, l'équation (7) admet, comme il est facile de le 
vérifier, l'intégrale première 

_!! 

(Il) aK«-+-(?H-Y)pî = AR {*, 

oii k est la constante d'intégration, que l'on peut d'ailleurs 

exprimer par aRo ^ , en appelant Ro le rajon de courbure au 
sommet (point pour lequel pi = o). 

Par conséquent, pour toutes les courbes dont il s'agit, le rayon 
de courbure de la développée est lié à celui de la courbe au point 
correspondant par la formule 

'■="i/^V(ê)"'"^- 

qui donne en particulier 



t 



p,= 3Ri ( r" ) "" * pour la parabole, 



4 



pi— JR!/ ( tt- ) — î pour l'hyperbole éqiiilatèrc, 

Pi — •}. R 4 / ^ — I pour la chaînette, 

/ i 

4 / / R \ ' \ pour la courbe de poursuite 

P^^^^V^ VÏÏ^; "' ( particulière. 



m. Il était à prévoir que l'équation (8) des hyperboles équila* 
tères conduirait à une intégrale de (2) analogue à celle (6) que 
fournit l'équation des paraboles. Et, en effet, si l'on pose 

(aR»-f- pRpj-^Ypî)"' = AR" 

et que l'on cherche à déterminer a, p, y, m et n de manière que 
l'élimination de k entre celle équation et sa dérivée conduise 
précisément à l'équation (2), on trouve deux systèmes de solu- 
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lions, savoir : 

m = 3, 71 — lo, « = 9, 3 = —3, 7 = 4, 
m = 3, n = H, a=i8, [i = — 3, 7=5, 

dont le premier fournit Tintégrale (6) déjà connue, et le second, 
la nouvelle intégrale que voici : 

(i3) (i8K»— 3Rps-+- >pî)»= AK». 

La parenthèse du premier membre de cette équation égalée à 
zéro donne bien, comme il était prévu, Féquation différentielle 
intrinsèque des hyberboles équilatères. 

A celle nouvelle intégrale de (2) doit évidemment correspondre 
une nouvelle intégrale de (i), distincte de celle (5) déjà connue : 
pour la former explicitement, il suffit de remplacer dans (i3) R, 
Pi, P2 par leurs expressions en fonction dej^, ,'>''^ JK'"> ,>''\ <*>• 

J'ai donné, dans la Note précitée, ces expressions [for- 
mules (18)] quand 10=1 -; dans le cas de m quelconque, les for- 
mules à einpioj'er sont les suivantes : 



di) 



sinco 

Pi == [3( y-i- cos(o) — ti'v"-* >'"' l 



__ 1^ r 9 (y -T- c^s w )« -i- 3 «• — 8 wy^-^y" (y -4- cos w ) 1 

- ~ ïm*Zi i -r- iv^y-* ( :{y"i —y y ) J 



w = I -i-y^-h ly cos tu. 

En opérant la substitution indiquée, on trouve pour la nouvelle 
intégrale cherchée l'équation 

I H- (I ~y^-h -i/costo) (3j>-- \y''^)Y- 

Mais on aperçoit immédiatement que cette équation renferme 
non pas seulement une, mais bien deux conslantes arbitraires 
indépendantes l'une de l'autre, savoir Âsin*co et coso), en sorte 
qu'elle doit fournir deux intégrales distinctes, chacune à une seule 
conslante. 

Pour dégager ces deux intégrales distinctes et obtenir en même 
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temps leur interprétation géométrique, remplaçons dans (lo) y\ 
y"i y^^ par leurs valeurs en fonction des coefficients de Téquation 
générale (3), savoir, comme il a été indiqué dans ma Note pré- 
citée : 

y^ r= rfc \ Av^"« ( i p'2— X vV ), 
A 

t' — rjx^ _t- -2 (y// — /;^ ) J? -+-/^ - ■ ^^^'. ^' '2 ( 0J7 4- A^ — /A ), 

L'équation (i5) se transforme alors en la relation suivante . 

Âsin*tu= — — : , 

qui donne l'expression de A"sin*io en fonction de a, 6, h et cosw. 
En la reportant dans l'équation (i5), celle-ci devient 

iA .1. 

o — 9(a -V- 6 — ih cosoj)^* ^ -+- A^ l9^''*~- ^^'*y'(>''+ cosio) 

et, puisque lo est arbitraire, on peut égaler à zéro séparément le 
coefficient de cosco et la partie indépendante <le co, ce qui fournit 
les deux intégrales distinctes cherchées, savoir : 

Les piirenthèses des seconds membres de ces deux équations, 

égalées à zéro, fournissent les équations différentielles des deux 

systèmes de coniques qui sont respectivement caractérisées par 

les relations 

a -j- b = o, /t = o, 

entre les coefficients de leur équation en coordonnées carté- 
siennes. 

Au point de vue géométrique, la première de ces relations 
exprime que les directions des points à l'infini de la conique font 
avec l'une ou l'autre bissectrice des axes de coordonnées des 
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angles Q|, Qs? satisfaisant à la condition 

(i8) tangO, tang62 = — lang' — • 

La seconde exprime que les directions des axes de coordonnées 
sont conjuguées par rapport à la conique. 

Si o) = - (coordonnées rectangulaires), la condition (i8) carac- 

térise les hyperboles équilatères, et la relation A = o les coniques 
dont les axes sont parallèles aux axes de coordonnées. 

Appelons coniques pseudo-ëqiiilatères celles qui satisfont à la 
condition (i8) et coniques axiales celles qui admettent les direc- 
tions des axes de coordonnées comme directions conjuguées, et 
posons 



(19 > 






Les équations 

D = 0, P — o. H] = o, Hj = o 

seront respectivement les équations difl'érentielles des droites, des 
paraboles, des coniques pseudo-équilatères et des coniques axiales, 
<t les trois intégrales premières que nous avons obtenues pour 
l'équation (1), savoir (5), (i6)et(i-), pourront s'écrire 

PD"» =-.()oA"3, 

I H,D'» = 9/1 A ^. 

Puisque ù = ab — A^, ces formules permettent de transformer 
en une expression différentielle, fonction de D, P, H| et Hj, toute 

fonction de -, ' — î' —7 ^^ ^^ former, par conséquent, Téqualion 

A* A» A*^ 

différentielle de tout système de coniques défini par une relation 

entre ces trois quantités, c'est-à-dire par une relation où ne 

figurent que la forme ou l'orientation, ou les deux ensemble, mais 

non la position absolue dans le plan. 
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On lire en effet de (20) 

4= ^("i+/H?-4Hî-36PDO, 
— = — »-(H,-/HJ-4H|-36PD«), 

A» ^ 

.i=ipD-î. 

Proposons-nous, par exemple, de former Téqualion différentielle 

du système des coniques semblables à une conique donnée. On 

sait que l'expression 

ab — /i» 



{a -h b — 9. /t cos Ci> )^ 

a la même valeur pour toutes les coniques semblables. Soit q cette 
valeur pour la conique donnée. On trouvera immédiatement pour 
Téquation demandée 

(Ti) 9PD*— ^(H,— 2H2COS(0)2 = o. 

Si l'on veut obtenir Téquation différentielle des cercles, il faut 

poser 

a = b, h =^ a costo, 

ce qui donne les deux équations 

2Hj= Hi cosoi, 

dont la première représente le système des coniques ayant leurs 
axes parallèles aux bissectrices des axes de coordonnées. 

Si, dans ces deux équations, on remplace P, D, H,, H2 par 
leurs expressions en y' ^ y" y y"i y^'' 1 il suffira d'éliminer ^*^' pour 
obtenir l'équation cherchée; mais le résultat ne s'obtiendrait que 
par un calcul pénible. Il est beaucoup plus simple de poser pi = o, 
ce qui équivaut, d'après l'une des formules (i4)> à 

(23) 'jy/^—d -+-/*)/"-+- cos(o(3j^'*- 9.//") r. o; 

telle est l'équation des cercles. 

xxxf. 19 
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Connaissant trois intégrales premières de (i), chacune avec une 
constante arbitraire, il suffit d'éliminer entre elles j^"" et j^" pour 
obtenir une intégrale troisième à trois constantes arbitraires, c'est- 
à-dire une équation différentielle du second ordre, relation entre 
y^y ^^ l^s constantes 

a -h ù II ah — /** 

T"' "T* 5 

A3 A» A* 

Le calcul donne pour cette équation différentielle 

On en tire alors deux expressions 

A*y 3 = — ( ay'^ -f- 1 hy' H- b ) 
= — ( by'^ -4- 2 hy' -\-a), 

dont la seconde seule se trouve vérifiée, quand on 3' reporte la 
valeur de >-', savoir 

OÙ V et v' ont les significations données précédemment. 

Comme d'ailleurs le rayon de courbure R en un point quel- 

B A 1 - (1-*- r'*-+- î^y COSO))* • - .. 

conque est éffal a ^^ ■ j-~- * on arrive a cette expression 

du rayon de courbure au point où le coefficient angulaire de la 
tangente est y\ en fonction des coefficients de l'équation géné- 
rale et de l'angle &> des axes de coordonnées 

(25; \\ == --: '- ( -r-^^ j— ; ) . 

Si la conique donnée est un cercle, son rayon sera donc 

u ^f^ -^ fs^ — '>'f8 cos to — ac sin* tu 

K ; y 

a sinco 

comme il est facile de Je vérifier directement. 

IV. Des résultats analogues peuvent être obtenus au moyen des 
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équations dififérealielles inlrinsèques (6) et (i3), qui sont deux 
intégrales premières distinctes de (2). La signiGcation géomé- 
trique de la constante k qui figure dans (i3) a d'ailleurs été don- 
née ci-dessus, en sorte que ces deux intégrales premières de (u) 
peuvent s'écrire 

(26) qRï— 3Rp,H- îpî = 9oA"»sii\"âioR"â", 

(27) 18R2 — !5Rpj-f-5pî— — 9(«-+-^ — •2/icosio)A ' sin 'wR-*^. 

L'élimination de p2 est immédiate et donne l'intégrale se- 
conde 

(,8) R».^ (■ ElV ^ _L_k'^-^ ^ ^ \- ^i""''" rS = o. 

(Asinoi)^ A* sin' 



3(0 



Si l'on pose 



?i .. l^' 



in Asmoi 



cette équation peut s'écrire 

, . . ^ . a -h b — À h cos (o 

(29) u^-hùv^-\ -. r -f- I — o. 

sin (O 

On en tire l'expression de pi en fonction de R, et aussi celle 
de R aux sommets de la courbe pour lesquels pi =^ o, savoir : 

.3 

~ sinu» |_ -jio J 

L'élimination de pi entre (26) et (27) donne de même 

iR \ sinw / 

Par des différentiations successives, on pourrait obtenir de 

même — » -—-' — ' ••• en fonction de t^, c'est-à-dire de R^ : et, si 
pi H pi ' ' 

l'on élimine i^ entre deux de ces relations, on pourra obtenir une 
relation où n'entrera plus R et qui, par conséquent, s'appliquera, 
en augmentant tous les indices des p d'une unité, aux développées 
successives de la conique caractérisée par les valeurs données aux 
constantes arbitraires a, b, h. 

On peut donner à ces équations une forme plus élégante en 



— 284 — 

remarquant que Taire S de la conique et celte F de son cercle 
orthoptique ont respectivement pour expressions 

(3i) s= — 5 — , r= g^ L. 

Soient alors C, C|, C2 les aires des cercles de courbure en un 
point arbitraire de la conique et aux points correspondants de la 
première ei de la seconde développée. Les équations (26) et (27) 
pourront s'écrire (*) 

(3..) ,--^/^_^ 9G ~lsj =^' 

». /cl > G, c^r 

(33) ^~3VG-'S'G "-— = "' 

et Téquation (28) 

> C, /c\^ /G\»r 
(34) c3 G-^(sj -(s) s"'--^"- 

Ces diverses formules permettent de résoudre des problèmes tels 
que celui-ci : 

On donne tes équations {finies) de deux coniques quel^ 
conques. Si on les déplace, sans les déformer^ de manière à les 
amener à avoir quatre points consécutifs communs, quelles 
seront les t)a leurs communes de R et de pi au point de contact? 
Et quelle condition doit être remplie pour que le problème soit 
possible? 

En se reportant à l'équation (34), il est clair que, aux points qui 
doivent venir en contact, C et C| doivent avoir la même valeur 
pour les deux coniques; si S et F sont les caractéristiques de l'une, 
S' et F' celles de Faulre, on aura, avec l'équation (34), celle-ci: 

d'où, en retranchant membre à membre. 



^3^) G- —^ — 



(^) La relation {Zi) figure déjà sous le n** (20) dans ma Note précitée. 



— 285 — 
ou, remplaçant S, S', F, F' par leurs valeurs (3i) et G par irR^, 

3 

j. 1 n « 

,^^. ^ - , y^ -h ô' — sîA'cosw)A' — (ûf _|- ^ _ 2/4 oosw 

(36) 



smbi I 



oA'3 — a'A* 




Pour que le problème soit possible, il faut évidemment que 

1 1 

, (a'-t- 6'— 'ib' cosoi) A^ — (a -h h — -^./i coseo) A'' 
AA ^ j J> o 

ÔA'^'— o'A~» 

et que, en outre, R calculé par la formule (36) soit, pour chacune 
des deux coniques, compris entre le maximum et le minimum 
qui lui conviennent. 

Si les cercles orthoptiques des deux coniques sont égaux, la 
formule (35) devient 



î 



Pour terminer, je donnerai l'équation différentielle intrinsèque 
des coniques semblables, correspondant à Féquation différentielle 

ordinaire (22). Ici ^ doit avoir une valeur constante; mais 

r {a ->~ b — 9. h cos (•) ) 



s ' ,1 



0* sin w 



Comparant avec (^5) et (27), il vient 

(38; (i8R»-3Rpi=5pî)2=9^4R'(9R*-'n^pi--4?î), 

ce qu'on peut écrire plus simplement 

(39) S'^^-onflP^r-o, 

en désignant par^r=o, 0?=o, ^r'=o les équations différen- 
tielles intrinsèques des hyperboles équilatùres, des points (R = o) 
et des paraboles. Si ces coniques semblables sont des cercles^ 
pour lesquels pi = 00=0, l'équalion (38) exige que F2 = 4S^, 
comme cela devait être. 
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SUR L'EMPLOI SIMULTANÉ DE LOIS DE SURVIE DISTINCTES; 

Par M. Albert Quiquet. 

Dans deux Commii ni calions faites à l'Académie des Sciences (•), 
j'ai établi, il j a déjà plusieurs années, comment une formule, 
indiquée parGomperlz pour interpoler les Tables de survie, puis 
généralisée par Makeham, était susceptible d'une nouvelle géné- 
ralisation. La fonction trouvée par les deux actuaires anglais jouit 
d'une propriété fort ulile dans les assurances sur la vie, et j'avais 
surtout cherché à étendre cetle propriété. Par l'emploi d'une loi 
de survie de Gompertz et de Makeham, en effet, on peut expri- 
mer, à l'aide d'w/?e seule variable, indépendante de x^ la proba- 
bilité que dans :r années un groupe quelconque d'individus, obéis- 
sant à cetle loi, existera encore tout entier : la variable en ques- 
tion ne dépend que des âges de ces individus. 

En employant les lois généralisées auxquelles conduisent les 
Communications précitées, on arrive à exprimer, à l'aide seulement 
de n variables, indépendantes de x, la |)robabilité que dans 
X années un groupe de N = /i-f-/? individus, obéissant tous à 
une de ces lois généralisées, existera encore tout entier : les n 
variables ne dépendent que des n-\- p âges, et p est un nombre 
entier positif absolument quelconque. 

On conçoit l'intérêt pratique d'une propriété semblable, car, de 
cette probabilité, on passe aisément aux annuités viagères sur 
n-^p têtes el, de là, à diverses opérations usuelles d'assu- 
rances. 

La loi de Gompertz et de Makeham n'est pas toujours suffisante 
comme biomètre, et en la généralisant ainsi j'offrais d'abord une 
plus grande variété de formules pour interpoler les Tables de 
survie; puis les efforts des calculateurs se dirigeaient dans une 
voie où ils retrouvaient, avec extension, une propriété célèbre 
de cette loi. Mais le problème de probabilité que j'avais résolu 
comportait une restriction : les n-\-p individus devaient tous 
obéir à une nn'me loi de survie. 

Or les besoins croissants de l'industrie des assurances m'ont 

(') Voir Comptes rendus, 13 mai 1888 et a5 novembre 1889. 
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amené à considérer cette restriction comme une gêne. Voulant 
m'en affranchir, j'ai repris ma démonstration, et j'ai constaté (*) 
qu'il fallait en changer bien peu les termes pour y comprendre le 
cas tout à fait général où les n -\- p individus obéissent simulta- 
nément à des lois de survie distinctes. Le problème que je veux 
résoudre devient donc le suivant : 

Soient a^ b^ » . .^ l les âges de N individus qui suivent des 
lois de survie distinctes ou non, et supposons que le nombre 
des lavants à Vâge z pour un nombre donné de naissances soit 
figuré par cp, (:;), 'f 2(2), . . . , ç>(c), suivant quHl s'agit du pre- 
mier, du second, ..., du N*^™** individu. Soient, d^ autre part, 
n fonctions de a^ ft, . . ., /, que f appelle a, p, . . ., 8, indépen- 
dantes entre elles et indépendantes du temps x, n étant plus 
petit que N. Quelle doit être la forme respective de ^\{z), 
'^2(2), "M 'f>'(2), pour que Von aity quel que soit Xy 

I) ^ ; -^ 7 ••• ; -— G(a, 3, ..., 0, x) f 

(1) étant une identité par rapport à ^, nous pouvons égaler les 

dérivées logarithmiques par rapport à a: des deux membres de (i) ; 
posant 

0JS 0.L 

nous avons ainsi 

Comme la relation (2) doit aussi avoir lieu quel que soit x, 
nous pouvons encore égaler les dérivées des deux membres prises 
par rapport à x, et cela n fois successivement. Faisant enfin a: = o 
dans tous les résultats, nous arrivons au système 

^\{a) +^;(ô) H-...H-'i.i(/) =F„ 
'' \ ' 

(') Voir Comptes rendus, 22 juin 1903. 
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Fft, F|, . . ., F/i étant ce que deviennent F et ses n premières déri- 
vées prises par rapport à x quand on y fait ^ = o. 

Mais les seconds membres de (3) sont au nombre de /i -h i et 
ne dépendent que de n variables, a, p, . . ., 0. Il y a donc une rela- 
tion entre les premiers membres. 

Ces premiers membres ne sont autre chose que n -h i fonctions 
de n-\-p variables indépendantes, a, 6, ...,/. La condition né- 
cessaire et suflisante pour qu'il y ait entre eux une relation indé- 
pendante de ces variables est, comme il résulte d\in Mémoire de 
Jacobi, que les déterminants fonctionnels de ces n + i fonctions 
par rapport à n-i-i quelconques des variables soient égaux à 
zéro. 

L'un de ces déterminants fonctionnels est 



(4) 






Yi^'-'^ia) r}/j«+»H/>) 



Pour que ce déterminant soit identiquement nul, il faut et il 
suffit qu'il y ait une même relation linéaire et homogène entre 
tous les éléments de chacune de ses lignes ou de ses colonnes. Soit 
en particulier, pour la première colonne, 

Aofi (a) -f- Ai^/Î (a) -+-. . .-h Aa^;'/'-^»' (a) = o; 

Aoy A|, .. . , An sont indépendants de a et non tous nuls à la fois. 
Comme a est un âge arbitraire, on peut dire que la fonc- 
tion ^1 {z) satisfait à l'équation 

Ce résultat a été obtenu avec la première colonne de (4)« Si 
nous avions opéré avec la seconde, nous serions arrivés pareille- 
ment à 

les Ao, A| .. ., A,| étant tes mêmes que ci-dessus. 

En répétant toujours les mêmes raisonnements, soit avec une 
autre colonne de (4), soit avec une quelconque des colonnes des 
arutres déterminants fonctionnels tels oue (4) qui ont à intervenir. 



— 289 - 

nous voyons que toutes les conditions nécessaires et suffisantes de 
Jacobi se résument ici d'une manière bien simple : 

Si ^^(^) est une quelconque des /onctions 'j'i («)? ^2(^)) • • •» 
'J'n(^)î celte /onction satisfait à 

(5) ^oVfri-)-^ Xt^'giz)-^., .-4- XnV^^'^'K^) = o, 

où les Ao, A|, ..., A/i sont indépendants de z et de g, c^est- 
h'dire constants, 

(5) est une équation différentielle linéaire à coefficients con- 
stants sans second membre, et la suite du problème n'offre plus 
de difficultés. Aussi j'arrive de suite à l'expression générale des 
fonctions ^g{z). 

Soit /v une quelconque des racines de l'équation caractéris- 
tique 

(6) Ao-K Al/- -I-. . .-l-Art/*" = o, 
et \i son degré de multiplicité. On a 

où/i(z) est un polynôme de degré â< — i quand r/ n'est pas nulle 
et de degré X|-f- 1 quand r,- est nulle. Quant au signe S, il s'étend 
à toutes les racines distinctes de l'équation caractéristique. 

Si l'équation caractéristique (6) est commune à toutes les fonc- 
tions (7) et par suite les racines r/, par contre les constantes 
d'intégration A et B et les coefficients des polynômes /i(^), tout 
en étant des constantes par rapport à z, ne sont pas astreints à 
être identiques dans les diverses fonctions 7^(2). Kn d'autres 
termes, ces constantes peuvent passer pour des fonctions de g : 
de là les distinctions possibles entre les fonctions cpi(^), 

Comme applications, les cas où l'on fait intervenir des lois de 
survie distinctes.commencent à être nombreux. 

Lorsqu'il s'agit d'une rente de survie, les compagnies françaises 
usent de la Table de mortalité AF pour les assurés et de la 
Table RF pour les bénéficiaires. 

Pour les rentes viagères sur deux ou plusieurs tètes, on essaie 
de tenir compte du sexe. 
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Oa étudie aussi la survie suivant Tâge à Tenlrée. 

L'assurance contre les accidents réclame des Tables de mortalité 
de valides et d'invalides, etc. 

Pour ces divers objets on pressent les ressources de la variété 
presque indéfinie des fonctions (7), et, dans les calculs sur 
plusieurs têtes, les avantages de la propriété qui leur est com- 
mune. 



SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU TROISIÈME ORDRE 
QUI ADMETTENT UN GROUPE CONTINU DE TRANSFORMATIONS; 

Par M. A. Boulanger. 

1. Je me propose de déterminer toutes les équations différen- 
tielles du troisième ordre 

où R est rationnel en y" ^ y\ analytique en y et x, qui admettent 
un groupe continu de transformations de la forme 

où F, rationnel en y^ analytique en :r, dépend essentiellement 
des trois paramètres a, 6, c. 

D'après un théorème très général de M. Painlevé (*), les équa- 
tions qui admettent un tel groupe (F) transitif ont leurs points 
critiques fixes. A la vérité, de par la théorie des groupes, ces 
équations se ramènent à des combinaisons d*équalions linéaires 
et de quadratures; mais on pourrait espérer que les inversions 
entraînées par cette réduction conduisent à des transcendantes 
uniformes nouvelles. Dans le cas du groupe (F), il n'en est rien, 
et nous allons établir ce résultat : 

Les seules équations qui répondent à la question sont des 
équations linéaires ou se déduisent des équations linéaires par 



(*) P. Painlevé, Sur une relation entre la théorie des groupes continus et 
les équations différentielles à points critiques fixes ( Comptes rendus, 
t. CXXX, p. 1171, 3o avril 1900); voir aussi Acta Mathematica, t. XXV. 
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une transformai ion honio graphique effectuée sur la fonction ^,, 
suivie ou non du changement de fonction y = e^. 

2. Les Iran s forma lion s infinitésimales de tout groupe (F) sont 
de la forme 

^^'^ ^ ^^dx^'''^' ^'^*'' ^i = « -^- ?r -+- 77'» 

a, |î, y élant des fonctions analytiques de x. De plus, toute telle 
transformation peut, si Ton opère sur y une homographie conve- 
nable à coefficients fonctions de x^ être ramenée à l'une des deux 
formes réduites 

(3) fE-O, T, =0J, 

(1) J — o, '/; = £, 

et e dépendant de x. 

D'autre part, d'après S. Lie(*), tout groupe de transformations 
infinitésimales à trois paramètres peut, par un choix convenable 
de trois transformations indépendantes Xi/*, Xif Xj/* prises 
dans la famille des transformations du groupe, être ramené à véri- 
fier l'up des svstèmes suivants : 

(A) (X,X,)^Xt/, (XjX,)^2X,/ (X,X,)^X3/, 

(B) (X,X,)=^o, (XiX3)r^X,/ (X,X3)E^cX,/ (c^o, ^i), 
(G) (XjX,)^o, (X»X,).-^X,/ (X,X3)e^X,/, 

(D) (X,XO^o, {\,\,)z^\,f (XoX3)^Xi/H-X,/, 

(E) (X,X,)^^o, .(XiX3)^X,/, (X,X,)^o, 

(F) (X,X,)^(>, (XiX,)l^o, (X,X3)^X,/ 

(G) (XiXi)^o, (X,X,)-=o, (X,X3)-3o. 

Exprimons que trois transformations (2), distinguées par des 
indices, vérifient l'un de ces systèmes. 

Les cas (B), (D), (E), (F) conduisent de suite à des impossi- 
bilités. 

Dans le cas (G), — et — ne dépendent que de x; les trois 

(' ) Voir, par exemple, S. Lie, Th. der Trans/ormationgruppen, t. III, p. 716, 
716 ou Lie et Schkffers, Vorlesungen iiber Differentialgleichungen^ p. 490. 
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transformations se réduisent simiillanément à la forme (3) ou à la 
forme (4); de là les deux types : 



(Jo 












(r,) 




Tfiî 



. Dans le cas (C), — ne dépend que de x. On peut donc prendre 



ou bien 



-W=5.r|. 



Xl/= E| 






-W=3o'g. 






Les deuxième et troisième identités (C) conduisent alors à trois 
conditions entre les coefficients as, ^3, ya de Xs/*, et qui sont 
contradictoires avec la première forme de Xi/*, Xj/, tandis 

qu'elles donnent avec la seconde IL^/^^ol^ — y)i~'f c° chan- 
geant j^ en aa — y, on a le type canonique 



(r,) 












Enfin, dans le cas (A), ou a neuf relations entre les coeffi- 
cients a, ^, y de X,/, X2/, X,/ : 

2^1 3| — ai 3j= «i, . . ., 
.^jasYi — aiY, ) - 3,, 



• • • 1 







•f 



'''i. •/* — •/, 



(^îTi—î'iTi^ Ti» 



On reconnaît de suite qu^on ne peut supposer réductible à la 
forme oy ni tji, ni YJ3, pas plus que YI2 à la forme e. Si tjj est 
réductible à la forme Say, on trouve d'abord 82 = ^11; pour 
82 = — I , on est conduit à 



ôy 









pour §2 = + I, OQ oblient un système qui se ramène à celui-ci en 
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changeant^ en — • Si ti^ est réductible à la forme £3, on trouve 






ày 



ày 



ày 



et, en changeant^ en y — aa, on est ramené au type précédent. 
Résultat analogue avecr,! = e. On a donc la quatrième et dernière 
forme réduite 



(Ti) 



•' E -^ ùy '^ *^ oy -^ Oy 



Les transformations infinitésimales prolongées jusqu^au troi- 
sième ordre sont 

1" Pour S ^ o, 7, = e(cr) 



ùy 

Pour 5 ^ o, r, =zy 



•^ ÙY ôy i. 



)y ,)y 



m y 






3° Pour S ^ o, Tj = 0)' 



+ (8> + 2oy ;-8y)-ii-. 



'1^ 



-+- ( o"> + 3 l'y + 3 S'^-' -h if ) 






3. Considérons maintenant l'équation (i) 

et supposons qu'elle admette un groupe (F). La transformation 
homographique qui ramène les transformations infinitésimales de 
ce groupe à l'un des types canoniques r,(i'= i, a, 3, 4) change 
cette équation en une autre de même forme 



(5) 



y'=A(x,y,y,y"), 



OÙ êl est rationnel en y, y, analytique en y, x. Nous allons 
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exprimer que celte équation (5) admet les trois transformations 
infinitésimales Fi. 

Mais, en vertu du théorème de M. Painlevé, cette équation (5) 
doit avoir ses points critiques fixes, ce qui précise déjà la forme 
de ^, en tant que fonction de ^ et de y'. D'après les résultats 
démontrés par M. Painlevé (*), l'équation (4) est de la forme 

de plus, A, regardé comme fonction de j^, n'a que des pôles 
simples, au nombre de trois au plus : 

. /« n p 

A = — ; : ; r H ; ' 



y -^ a y -^b y -\- 



r 



«•i 


-^ 


'«l 




-+- 


p\ 


y -h a 


yn- 


b 


r -+- r 


y -+- a 


""» 


y-^ 


b 


-h 


Pt . 



my. H^ p étant certains nombres commensurables, qui peuvent être 
nuls, eï ay àyC étant des fonctions analytiques de x et y. 

Enfin, B et C u^ont que des pôles simples en y^ coïncidant 

nécessairementavecceuxdeA,et --7> -t^ restent finis pour^=oo; 
d'où Ton déduit 

<'^ '•> '• ' 

mi , /i I , . . . , ^2 sont des fonctions de j? et de jk telles qu« sip = o 
par exemple, on a aussi 

A, jJL, V, . . ., T sont des fonctions dey et de x, 

4. Examinons d'abord le cas où A ^ o. L'équation est de la 
forme 

Pour qu'elle admette la transformation prolongée 

ffy f^y f^y f^y^ 



(') p. Painlevé, Sur les équations du troisième ordre à points critiques 
fixes ( Comptes rendus, t. C\XX, p. 879; 2 avril 1900); voir aussi Mémoire sur 
les équations différentielles dont l'intégrale générale est uni/orme {Soc, 
Math,, t. XXVIII, 1900). 
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il faut et il suffit que Ton ait identiquement 

— £*'-+- z''(\y-h jJL) -4- t'^Xy"-- 3vy»-f- apj'-h t» 

De là les conditions 

i à\ à^» ào , f>.x 

l-T-=0. -—=0, SV i£V = 0, £-i--f-*A = 0. 

1 àf ày ôy dy 

(e) ' 

i** Ces seales relations montrent que, s^il y a deux fonctions 
distinctes Cf et s^ les vérifiant (types r2 et Fn), on doit avoir 

X = V = p :-rT O, 



et 



c'est-à-dire 






fh I 

Oy t ^ ' j ^ 



T =:y /[T) -h /r(^). 

L'équation se réduit à 

y"= ix(cF)y''^^{jr)y^f(j')j'^i-ff(j^): 

c'est une équation linéaire non homogène. Les valeurs de t véri- 
fient l'équation sans dernier terme 

2** Dans le cas du type (Fi), les coefficients de l'équation 
doivent vérifier les relations (e) et aussi celles qui expriment que 
l'équation admet la transformation prolongée 

c'est-à-dire qui expriment que Ton a identiquement 

^ V "^ ^7 -^ c>X -^ t>7 ^ fO' -^ Oy Oy) 
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On déduil delà 

. ()UL à^ 

^ = o, ^=0, ^- + 2V = 0, 

(e') / 

Les équations (e) et (e') entraînent 

X = V = p = o 

et 

l^Vquation (5) correspondante est donc linéaire et homogène. 
Recherchons enfin les conditions pour que Téquation admette 
les transformations (r4). Elles résultent de Tidentilé 

-^ (o> -^ aSy -+- 0^) (xy-4- fx) 

._ ($v „ ay ) (Xj-'-i- 3vy2H- 2.0/ -f- a) 

On obtient d'abord 

A-HK-— =0, Ar- 3)0 -H '0=^0. 

Cette seconde relation, devant être vérifiée par Xrois valeurs 
distinctes de 0, entraîne 

.3 ô^i 

A = — » -i- = o. 

On a ensuite 



d'où 



^^-^7ïï^ = ^» (^^ -h3vj)o'-i- (p-+-r^) ^ = 0; 






V = -, — '-^LJ. — o. 



En tenant compte de ces résultats, les conditions suivantes 



s'écrivent 



8'" 



2(t^-Hp^)0 H-r^^û =«1 
- aO -î- 30 -r- ( r- — ) = o, 

\ ^ ^>yJ 



d'où 



c'est-à-dire 
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— — 


) = 


- y 

y 






^ày[y)- 


■■f{^). 


1 


=f{x)ho^y-^g{x). 



L'équation (5) s'écrit alors 

y,^ j j j — 7_ ^^^^^^ JJ J ^fi(x)y-^/(x)yLogy-hyff{x% 

OU 

(•^y=;jL(:r)(^y+cr(a7)^4-/(:r)Log7-F^(^). 

En posant y = e^, on est ramené à une équation linéaire en z. 

5. Considérons maintenant le cas où A^o. En aucun cas, 
l'équation 

v-=. y>t/ m ^ n ^ p \ 

\y-i-« y-^à y-\-c -^ V 



y H- a y H- 6 y-\-c 

ne saurait admettre les transformations (Fi) ({ = 2, 3, 4)- ^i^ 
effet, en prenant, dans l'identité qui exprime l'existence de la 
transformation prolongée 

^ ^'^ ày ^^ Oy ^^ dy" ^^ ôy'"' 

les termes en^"^ et en annulant, on obtient 



V^ ml àa\ 



en opérant de même pour la transformation prolongée 

XXXI. ao 
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on trouve 



2;(37^(^'+^^)=»-. 



da\ 
ày) 



enfin, en prenant la transformation Xy=: ^y-r-f on arrive à 

Si m, /2, p ne sont pas tous nuls, on aurait des identités de U 
forme 

ày 
on 

da\ 

) 






qui ne peavent être vérifiées par plusieurs fonctions distinctes e 
ou o; d'où l'impossibilité des groupes Fj, Fs, F». 

Pour le type F|, si plus d'une des quantités m, /r, p est diffé- 
rente de zéro, il y a aussi impossibilité; soit, par exemple, /w/i^o, 

on a 

, _ da ^ où 

' ~"~ àp " ^ 

et 

ôa , âij 

-^ ùy ^ ùy-' 

par suite a = b; ces deux pôles ne seraient pas distincts. 

Il ne reste à examiner que le cas où m seul serait différent de 
zéro et où le groupe serait du type F|. Eu égard aux conditions 

()a , da 

Oy ây 

la considération des termes en y, dans les mêmes identités, con- 
duit, pour la première transformation, à 

dnii 

I A ' ^ 

et, pour la seconde, a 

àirii 

UE /n-+- £— — = o. 

ày 

fin» 

On conclut de là -r— ^ :=^ o, puis m = o, d'où contradiction. 
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6. En résumé, si A^o, Téqualion (5) ne peut admettre un 
groupe (F), et si A =! o, elle ne le peut que si elle est linéaire ou 
réductible à une équation linéaire par le changement de fonc- 
tion yz=ze^. 

Le théorème énoncé est donc complètement établi. 

Ainsi, le groupe très simple (F) n'a pas conduit à des équations 
à points critiques fixes nouvelles. On pourrait alors se proposer 
d'étendre la question aux groupes 

X = ^, \ = ¥{x,y), 

m 

OÙ F est algébrique en y et dépend de trois paramètres distincts* 



COMPTES RENDUS DES SÉANCES. 



SÉANCE DU 4 NOVEMBRE 1903. 

PRBSIDENCB DB M. BOREL. 

Communications : 

M. Raffy : Sur une propriété des lignes de courbure des 
surfaces. 

M. Borel : Sur les ensembles de droites. 



Élections : 



SÉANCE DU 18 NOVEMBRE 1903. 

PRÉSIDENCE DB 11. PAINLEVÉ. 



MM. Louis Roche, présenté par MM. Blutel et Grévy ; 

Niels Nielsen, » Picard et Painlevé; 

Zervos (Panaïotis), )> Rafiy et Ëstanave ; 

G. Remoundos, >» Painlevé et Rafly; 

F. Godey, » Raffy et Bricard; 

J.-O. Millier, » Hadamard et Borel; 

Fueter, » Hadamard et Borel; 

Lebeuf, » Bilhl et Bricard, 

sont élus membres de la Société à l'unanimité des membres 
présents. 
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Communications : 

M . RafTy : Sur certaines classes de surfaces isothermiques. 
M. Suchar : Sur les équations différentielles du second 
degré, réciproques. 

M. Hadamard : Sur les solutions à surjace singulière des 

équations aux dérivées partielles linéaires (solutions qui va- 

rient comme une puissance à exposant non entier; cas où la sur- 
face singulière est un conoïde caractéristique; applications aux 

solutions ans^logues à - ]• 

M. Borel : Sur la détermination des intégrales des équations 
aux dérivées partielles au moyen de leurs singularités. 

M. Hàdàmard fait la Communication suivante : 

Sur les surfaces à courbure positive. 

Un théorème bien connu d^Ossian Bonnet montre la connais- 
sance de la courbure d'une surface comme capable de fournir, sur 
la forme d'une surface, des renseignements beaucoup plus précis 
qu'elle ne pourrait le faire sur la forme d'une courbe. Si, en effet, 
la courbure d'une surface est partout positive et supérieure à un 
nombre fixe, la surface est fermée et la plus grande distance géo- 
désique de deux de ses points est inférieure à un nombre que l'on 
peut assigner. Rien de pareil ne peut être affirmé pour une courbe 
dont la courbure est toujours de même sens et limitée inférieure- 
ment. Celle-ci peut fort bien présenter un nombre quelconque de 
boucles (et, par conséquent, de points doubles) et ne se fermer 
jamais ou se fermer seulement au bout d'un trajet aussi long qu'on 
voudra. 

Cette remarque montre que le théorème suivant : 

Une surface S à courbure partout positive {laquelle est sup- 
posée dépourvue de singularités et de nappes infinies et, par 
conséquent, fermée) est un corps convexe, c^est-à-dire située 
entièrement d'un même côté d^un quelconque de ses plans 
tangents 

n'est nullement évident a priori, l'énoncé correspondant relatif 
aux courbes étant faux. 
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Pour les surfaces, au contraire, la conclusion est exacte. Elle 
s'établit aisément en partant de ce théorème : 

Une surface fermée S à courbure positis;e correspond d'une 
manière univoque à sa représentation sphérique. 

Considérons, en effet, un point O de la surface S et supposons 
que le plan tangent en ce point (plan que nous supposerons hori- 
zontal) traverse S. 

Le point le plus haut et le point le plus bas de S seront alors 
distincts de O*, leurs normales intérieures seront verticales et de 
sens différents. L'une d'elles devrait donc être de même sens que 
la normale intérieure en O, de sorte qu'il devrait exister deux 
points ajant même représentation sphérique. 

Il est à remarquer que le raisonnement précédent ne suppose 
nullement la non existence de lignes doubles où deux nappes de 
surface se traverseraient l'une l'autre pourvu que chacune de ces 
nappes reste régulière. U impossibilité de telles lignes est, au 
contraire, démontrée par cette voie : elle est manifestement con- 
tradictoire avec la convexité de la surface. 

La correspondance univoque qui existe entre la surface S et sa 
représentation sphérique est démontrée dans un Mémoire : Sur 
certaines propriétés des trajectoires en Dynamique (*). On 
peut également la déduire du théorème de M. W. Dyck sur la 
curvatura intégra d'une surface fermée. Celte courbure totale 
est, en effet, d'après le théorème en question, au plus égale à ê^iz. 
Or il est clair qu'on obtiendrait, au contraire, un total supérieur 
à 47c si, la courbure étant positive, certaines parties de la sphère 
figuraient deux fois dans la représentation sphérique. 

La limitation de la curs^atura intégra apparaîtrait ainsi comme 
étant en relation avec la convexité, la conclusion contraire relative 
aux courbes étant liée à ce fait que la rotation totale de la tangente 
peut être d'un nombre quelconque de circonférences. 



(M Journal de Mathém., 3« série, t. III, 1867, p. 352-353, n» 23. 



n 
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SÉAf^CE DU 2 DÉCEMBRE 1903. 

PRKSIDBNCE l)K 11. PAINLEVÉ. 

Communications : 

M. Bioche : Sur un problème d* analyse combina toire. 
M. Borel : Sur les séries convergentes de fonctions con 
tinues. 

M. Andoyer : Sur les coordonnées polaires dans l^ espace. 



SÉANCE DU 16 DÉCEMBRE 1903. 

PRÉSIDENCB DK 11. BLUTEL. 



Elections : 



MM. Waller Ford, présenlé par MM. Laisant et Hadamard ; 

MaroUe, » Painlevé et Brîcard, 

sont élus membres de la Société à FuDanimilé des membres 
présents. 

Correspondance : 

M. de Sparre adresse des Remarques sur la question de Méca^ 
nique posée au Concours d'agrégation en igoS. 

Communications : 

M. Rafij : Sur deux classes de sur/aces isothermiques dépen- 
dant de deux fonctions arbitraires, 

M. Lecornu : Sur le mouvement d'un point pesant guidé par 
une courbe rigide, 

M. Estanave : Sur un hyperbolographe à liquide. 
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